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INTRODUCTION 



CHAPITRE I 

VECTEURS 

1. Généralités. — On appelle vecteur une portion de droite de 

l'espace parcourue dans un sens déterminé. Le 
point de départ du mobile fictif qui décrit le 
vecteur est l'origine, le point d'arrivée, Vextré- 
mité. 

Pour lire un vecteur on place une lettre à 
chaque extrémité et on les lit consécutivement en 
énonçant d'abord celle qui est à Torigine. Ainsi 
AB {fig. l) désigne le vecteur figuré parcouru de 
A vers B, DG désigne un vecteur parcouru de D vers G. 

Nous ne considérerons dans un vecteur donné que la direction 
à laquelle il est parallèle, son sens et sa longueur ; de sorte que 
pour nous un vecteur est un élément géométrique triple composé 
seulement des trois éléments que nous venons d'énumérer. 

Dans certaines questions interviennent l'origine ou la droite 
de support de chacun des vecteurs envisagés ; cela est alors 
spécifié. Nous ne le supposerons pas dans ce qui suit. 

Nous disons alors que deux vecteurs sont égaux ou équipai- 
lents quand ils sont composés des mêmes éléments, c'est-à-dire 
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2 IHTBODDGTION 

quand ils sont parallèles, de même sens et ont même longueur. 
É'x.; ABet CD {/Î3. /}. 

Deux vecteurs équipollents peuvent être amènes l'un sur 
l'autre par une translation, ce sont les deux côtés opposés d'un 
logramme ; les deux autres sont obtenus en joignant les 
s entre elles et les extrémités. 

rès ce qui précède, on peut prendre pour origine d'un 
un point quelconque de l'espace, on peut donner à tous 
«urs envisagés dans'une question la même origine. 

mme géométrique. — On appelle somme géométrique de 
rs vecteurs le vecteur qui va de l'origine à l'extrémité 
ntour polygonal dont tous les côtés sont respectivement 
lents aux vecteurs donnés. 
OE (/ig. 2) est la somme géométrique des vecteurs 
OA, 0A„ 0A„ 0A„ OA4, ou, ce 
qui revient au même, des vecteurs 
OA, AB, BC, CD, DE. 
Cette somme se représente par 

-(- ÔA3 -H ÔÂ^. 
" ou par 

l3Ë = 0A + AB + BC 
"'^ " -t- CD -H DE. 

contour polygonal se ferme, c'est-à-dire si le point E 
I 0, on dit que la somme géométrique est nulle. Ce cas 
lans le cas général par l'introduction du vecteur nul. La 
ion d'un tel vecteur est immédiate et n'a pas besoin 
^ d'être expliquée. Le vecteur nul a une 
longueur nulle, une direction et un sens 
indéterminés- 
Dans le cas de deux vecteurs OA et OB 
p. 3 * (Aff- 3), la somme géométrique est la 

diagonale du parallélogramme construit 
deux vecteurs; commeon a aussi bien 
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OC = OA + AC 

que ÔG=ÔB-|-BC; 

il en résulte que dans une somme géométrique de deux vecteurs 
on peut changer Tordre des deux vecteurs. 

Nous allons montrer que cette propriété est générale, et que, 
dans une somme géométrique quelconque, on peut changer 
Tordre des parties. Il est évident d'abord que Ton peut remplacer 

plusieurs vecteurs consécutifs par leur 
somme effectuée ; car si Ton considère, ' 
par exemple, les vecteurs AB, BC, CD 
{fig, 4), et qu'on les remplace par 
leur somme AD, le nouveau contour 
OADE a même somme, OE, que Tan- 
cien. 

Deuxvecteursconsécutifsquelconques, 
AB et BC, peuvent donc être remplacés 
par leur somme, AC ; d'autre part, cette somme ne change pas 
si Ton échange les deux parties AB et BC; donc on peut changer 
Tordre de deux vecteurs consécutifs. On peut alors prendre les 
vecteurs dans un ordre quelconque, car si on considère celui que 
Ton veut mettre au premier rang, on Ty amène en l'échangeant 
avec celui qui le précède, puis, de nouveau, avec le précédent, 
et ainsi de suite. On amènera de même au second rang, au troi- 
sième rang, etc. , tels vecteurs que Ton voudra. 

En s'appuyant sur cette propriété, on pourra alors rendre 

consécutifs un groupe de vecteurs choisis arbitrairement parmi 

les diverses parties d'une somme, puis les remplacer par leur 

somme effectuée. 

L'addition des vecteurs jouit donc des mêmes propriétés que 

l'addition algébrique ordinaire. 

On appelle différence géométrique de deux 
vecteurs OA et OB [fig, 5) le vecteur qu'il faut 
ajouter au premier pour avoir le second. 
Sur la figure, ce nouveau vecteur est représenté 
Fig. 5. par AB et Ton écrit 
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ÂB = ÔB — 5Â, 
ce qui revient au même, par définition, que d'écrire 

OB = ÔA-+-ÂB. 
D'après la définition de la somme géométrique, on a 

ÂB=ÂOVÔB; 

par conséquent la différence AB est aussi la somme des deux 
vecteurs AO et OB. AO ne diffère de OA que par le sens, c'est 
Vopposé de OA . On obtient donc la différence entre OB et OA 
en ajoutant à OB l'opposé de OA. 

3. Vecteurs parallèles à une même droite. — Considérons 

maintenant une série de 



B 



B 



vecteurs, AB, CD, EF, ... 

{fig. 6) parallèles à une 
Y E même droite ar'or. Pour ces 

vecteurs^ l'élément direc- 

, . tion disparaît ; ils ne se dis- 

^ *" tinguent plus les uns des 

^^^' ^' autres que par le sens et 

la longueur. Nous pouvons, d'après ce qui a été dit au début, 
les remplacer par des vecteurs équipollents, c'est-à-dire les sup- 
poser tous portés par la droite donnée ; nous pourrons même, 
toutes les fois que cela sera utile, leur donner une même origine 
sur la droite. 

Nous appellerons alors vecteurs égaux deux vecteurs ayant la 
même longueur et le même sens ; somme de plusieurs vecteurs 
celui que Ton obtient en portant sur la droite x'a?, à partir d'un 
point donné un vecteur de même sens et de même longueur 
que le premier d'entre eux, à la suite de celui-ci un vecteur de 
même sens et de même longueur que le second, de façon que son 
origine coïncide avec l'extrémité du premier, et ainsi de suite. 
Il est évident que cette définition est identique au fond avec celle 
qui a été donnée dans le cas général . 
Nous pourrions démontrer directement que cette addition 
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jouit des mêmes propriétés que Taddition algébrique, mais cela 
est inutile puisque nous Tavons fait dans le cas général ; d'ailleurs, 
il n'y aurait qu'à procéder comme nous l'avons fait. 

De même, nous appellerons différence àe deux vecteurs OA et 
OB, différence entre OB et OA, le vecteur obtenu en portant à 
la suite de OB un vecteur égal à OA changé de sens. Ce vecteur, 
ajouté à OA, reproduit OB. La définition actuelle est encore un 
cas particulier de la définition générale. 

Pour représenter algébriquement les vecteurs situés sur une 
droite, il nous suffira d'employer des nombres à deux éléments» 
par exemple, les nombres de l'algèbre qui sont affectés de 
signes : le signe d'un nombre indiquera le sens du vecteur cor- 
respondant et sa valeur absolue donnera la mesure de la 
longueur du vecteur. 

Choisissons à cet effet un sens déterminé sur la droite x'x 
{fig- ^)9 le sens de la flèche par exemple, et convenons d'affecter 
du signe -h tous les vecteurs ayant ce sens, tels que AB et CD, 
du signe — tous ceux qui ont un sens contraire, tels que EF 
et DC; nous appellerons valeur algébrique d'un vecteur le 
nombre qui mesure sa longueur affecté du signe + dans 
le premier cas , du signe — dans le second. Ainsi AB, 
par exemple , aura pour valeur algébrique -f- a , et BA 
pour valeur algébrique — a, de sorte qu'algébriquement 
AB -+- BA = 0. 

Nous appellerons axe orienté ou droite orientée une ligne 
droite prise pour support de vecteurs et sur laquelle on a dis- 
tingué le sens positif du sens négatif. Le plus souvent on dit 
simplement axe. 

4. Théorème de Chasles. — Entre les valeurs algébriques des 
vecteurs déterminés par trois points d'un axe^ on a la relation 

AB-hBCh-CA = 0. 

En effet cette relation peut s'écrire indifféremment 

, AB-f.BCH-CA = 0, 
BC + CA-hAB = 0, 
CAh-AB + BC = 0, 
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S, eo changeant les signes, 

AC-i-GB-t-BA = 0, 

CB+BA + AC = 0, 

BA -H AG + CB = 0, 
icune d'elles correspond à un certain mode de distribution 
trois points sur l'axe ; par exemple, la troisième, 

CA-(-AB + BG = 0, 
respond à l'ordre CAB, si on parcourt l'axe dans le sens 
itif. Le point A étant alors compris entre C et B, il est 
ient qu'on a CB = CA -+- AB ; cette égalité n'a pas seule- 
nt lieu entre tes valeurs absolues, elle a lieu aussi algébri- 
iment, car les trois nombres CB, CA, AB sont positifs. Or 
= — BC ; donc la troisième forme de l'égalité annoncée 
établie. 

In démontrera de même dans chaque cas l'une des six formes 
lalées. 

lénér&liBatioD. — Entre tes valeurs algébriques des vecteurs 
irminés par n points d'un axe, on a ta relation 

AB + BC -+-... +GA = 0. 
a propriété signalée étant Traie pour trois points, il sutSra, 
r la généraliser, de montrer que si elle est vraie pour n — 1 
nts elle est vraie pour n points. Admettons donc que pour 
n — 1 points A, B, . . , , F, nous ayons 
AB + BC+...+FA = 0; 
s venons de voir en outre que pour les trois points A, F, G 
s avions 

AF-i-FG+GA = 0. 

iffit alors d'ajouter ces deux relations pour obtenir celle qui 

annoncée. 

i dans l'égalité générale que nous venons d'établir nous 

iplaçons GA par — AG, noUs obtenons 

AG=AB-t-BC-i- ...-hFG. 
r le vecteur AG est la somme géométrique des vecteurs 
BG, , . . , F6 ; noua arrivons donc à cette conclusion générale 
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que toute égalité géométrique entre vecteurs en ligne droite peut 
se remplacer par l'égalité algébrique correspondante. 

En d'autres termes, pour évaluer algébriquement un chemin 
quelconque A6 situé sur un axe orienté, il suffit de considérer 
un mobile qui parte de A et s'arrête finalement en G après 
s'être arrêté en un nombre quelconque de stations. 

5. Évaluation d'un vecteur de Tespace. — Nous précisons 
maintenant le sens du mot direction en désignant ainsi une 
demi-droite issue d'un point quelconque de l'espace, mais 
donné, 0. La direction d'un vecteur AB est donnée par une 
demi-droite Ou parallèle à AB et de même sens que AB. Cette 
demi-droite donne à la fois le sens et la direction proprement 
dite du vecteur. 

Pour plus de généralité menons une demi-droite Ou parallèle 
à un vecteur donné, dans un sens ou dans l'autre, et convenons 
de représenter ce vecteur par un nombre positif ou par un nom* 
bre négatif ayant pour valeur absolue le nombre qui mesure la 
longueur du vecteur, suivant que celui-ci est lu dans le sens 
d^ Ou ou dans le sens contraire ; ce nombre se nomme la valeur 
algébrique du vecteur. La demi-droite Ou est la direction posi- 
tive suivant laquelle le vecteur est évalué algébriquement. 

Nous définirons numériquement un vecteur d'une façon com- 
plète en nous donnant sa valeur algébrique et les nombres qui 
servent à fixer la demi-droite Ou. Ce seront, par exemple, les 
angles qu'elle fait avec trois directions fixes, les directions posi- 
tives de trois axes passant par le point 0. 

Plus tard, après la théorie des projections, lorsque la notion 
de coordonnée pourra être introduite d'une façon complète, 
nous pourrons donner d'autres modes de représentation. 

6. Axe do nombres. — Nous appellerons ainsi un axe orienté 
sur lequel a été fixée une origine. Soient x'x cet axe (Jig. 7) et 
l'origine ; à tout] point P ou Q correspond un vecteur par- 
faitement déterminé OP ou OQ, et, par suite, un nombre positif 
ou négatif parfaitement déterminé, la valeur algébrique de OP 
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OU de OQ ; réciproquement à tout nombre positif ou négatif 
donné correspond un point parfaitement déterminé de Faxe, P 
ou Q, rextrémité du vecteur ayant pour origine et pour 

valeur algébrique le 
nombre envisagé. 




X' Q /A\ I BN^ P ^ Nous établissons ainsi 

une correspondance 



uniforme et récipro- 
que entre les points 
de l'axe et les nombres 
^*^* ^- algébriques réels ; de 

sorte que les points de l'axe représenteront géométriquement 
Içs nombres positifs et négatifs et que ceux-ci représenteront 
algébriquement les points de Taxe. 

La valeur algébrique de OP s'appelle Vabscisse du point P 
ou Yx de ce point. 

\ Nous sommes conduit de cette façon à l'idée de coordonnées 
des points d'une droite : Yx du point P est la coordonnée de ce 
point. 

Dans ce système, un vecteur AB de l'axe sera représenté par 
les abscisses de son origine et de son extrémité, a et A. Pour 
obtenir sa valeur algébrique, nous appliquerons le théorème de 
Chasles aux trois points 0, A et B ; nous aurons successivement 

OA-hAB4-BO = 0, 
ou AB = OB — 0A= 6 — a. 

La valeur algébrique d'un tel vecteur est donc la différence 
entre l'abscisse de V extrémité et celle de V origine. 

Dans les mêmes conditions, l'abscisse du milieu I de AB 
s'obtient facilement ; on a en effet 

0I = 0A4-AI, OI = OB-+-BI, 

et, comme BI = — Al, 

20I = OA-hOB, 01 = ^^. 

L'abscisse du milieu est donc la demi-somme des abscisses des 
deux extrémités. 
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Le produit OA.OB = ab est la puissance du point par 
rapport au couple A, B. 
D'après ce qui précède, nous avons de suite 

p = OA. OB = fOl4-IA) (OI-hlB); 

Or IB = — lA ; donc 

p = 01' - II'. 

Traçons alors un cercle quelconque passant aux points 
A et B ; nous aurons 

lA = CA — Cl 9 et, par suite, 

en appelant d la distance du point au centre du cercle et R 
le rayon du cercle. 

Cette expression est indépendante de la sécante particulière 
que nous avons menée par le point ; elle ne dépend que du 
cercle donné et du point 0. C'est ce qu'on nomme la puissance 
du point par rapport au cercle. 

7. Projections. — Considérons un axe orienté sfx {fig. 8) et 
un plan P non parallèle à Taxe ; si par un point A, quelconque 
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dans l'espace, nous menons un plan parallèle au plan P et qui 
coupe Taxe en un point a, le point a se nomme la projection du 
point A sur Taxe faite parallèlement au plan P ; le plan mené 
ainsi par A est le plan projetant de ce point. 
Dans un système de projections défini comme nous venons de 
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le faire, nous appellerons projection d'un vecteur AB, le vecteur 
ab de l'axe qui a pour origine la projection de l'origine et pour 
' émîté la projection de l'exlrémité du vecteur considéré. 
>us ne considérerons que la valeur algébrique de cette projec- 
. Elle dépend évidemment, la droite afx et le plan P étant 
s donnés, du sens positif choisi sur l'axe et des éléments du 
eur de l'espace. 

on solidifie par la pensée la figure formée par les points 
B et par leurs plans projetants, et qu'on lui fasse subir une 
slation quelconque, la portion interceptée sur l'axe j^x ne 
ige pas ; par suite, fout les vecteurs étjuipoUents à un vecteur 
mt même projection que lui. 

le plan P est perpendiculaire sur x'x, les projections sont 
} orthogonales ; dans le cas contraire, elles sont dites obli- 



Projectlon d'une série de vecteurs parsllèles. — Au point 
de vue actuel, chaque 
vecteur peut être 
remplacé par un 
vecteur équipollent 
quelconque ; nous 
pouvons donc suppo- 
ser que tous les vec- 
teurs envisagés ont 
une même origine A 
9) ; s'ils sont parallèles, comme il est supposé dans le para- 
fe actuel, ils seront portés par une mêmedroite, ABB'B'.... 
aons deux d'entre eux, AB et AB'. D'après un théorèmede 
nétrie dans l'espace, les trois plans parallèles au plan P 
lés par les points A, B et B',découpent sur la droite x'x des 
lents proportionnels ; nous avons donc, en valeur absolue, 
AB _ ab 
AB' " ab' ' 
i cette égalité est aussi vraie en signe, car si les deux points 
B' sont d'un même côté ou de part et d'autre du point A, 
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simultanément les points b et 6' seront d'un même côté ou de 

part et d'autre de a. Les deux rapports sont donc positifs ou 

négatifs en même temps. 

Au point de vue algébrique, nous pouvons remplacer l'égalité 

établie par 

AB AB' 

ab ab' 

Elle nous montre que le rapport entre la valeur algébrique 
d'un vecteur de la série et celle de sa projection est constant, 
et le même pour tous les vecteurs de la série. 

Désignons alors par AU le vecteur de la série ayant pour 
valeur algébrique -f- 1, nous aurons 

AB _ AU 
ab au 

et, comme AU = -h 1, 

aA = ABxaw. 
Donc, algébriquement, la projection d'un vecteur de V espace sur 
un axe parallèlement à un plan quelconque P est égale à la 
valeur algébrique du vecteur multipliée par la projection dans le 
même système du vecteur unité qui fixe la direction positive du 
vecteur considéré. 

Si les projections sont orthogonales, au est le cosinus de 
l'angle que fait le vecteur •+■ l avec la direction positive de 
l'axe : alors la projection orthogonale d'un vecteur sur un axe est 
égale à la valeur algébrique de ce vecteur multiplié par le cosi^ 

nus de Vangle des directions posi- 
tives de l'axe et du vecteur, 

9. Théorème des projec- 
tions. — Envisageons un contour 
polygonal quelconque OABCDEF 
{fig. 10) et la somme géométrique 
de ce contour, OF ; si nous proje- 
tons tous ses éléments sur un axe 
a'a?, nous aurons les points ô, a, 6, 
c, rf, e, f de l'axe. Entre ceux ci nous avons, d'après le théo- 




Fig. 10. 



12 INTRODUCTION 

rème de Chasles, 

o/* = oa H- a6 -h 6c -4- crf -H e/e H- ef^ 

égalité qui nous montre que la valeur algébrique de la projec- 
tion de OF est égale à la somme algébrique des valeurs algé- 
briques des projections des côtés du contour. Nous pouvons donc 
énoncer le théorème suivant : Algébriquement^ la projection 
d'une somme géométrique de vecteurs est égale à la somme algé- 
brique des projections de ces divers vecteurs. C'est le théorème des 
projections. 

Appliquons-le aux projections orthogonales. A cet effet, dési- 
gnons par a, 6, c, rf,e, / les valeurs algébriques des vecteurs 
donnés OA, AB, BG, CD, DE, EF, par a, p, y, S, e, ?, les angles 
qu3 font leurs directions positives respectives avec la direction 
positive de x'x^ par w Tangle de Tune des deux directions posi- 
tives que l'on peut prendre pour évaluer OF avec celle de x'.t 
et par p la valeur algébrique correspondante de OF. Nous 
aurons immédiatement 

p COS 0) = a cos a 4- ^ cos ? + c cos Y H- rf cos 8 H- e cos e -h /*cos cp. 

Remarque. — Rien n'est plus aisé maintenant que de définir 
les coordonnées d'un point de l'espace par rapport à un système 
d'axes fixes pris comme lignes de repère. On peut alors évaluer 
algébriquement une direction positive de vecteurs à l'aide d'un 
vecteur unité OU mené par l'origine parallèlement à cette 
direction et ayant pour valeur + 1 par rapport à la direction 
choisie. 

Les trois coordonnées du point U, a, 6, c, fixent parfaitement 
ce point, par conséquent le vecteur OU lui-même, et, par suite, 
la direction envisagée. 

On peut aussi remplacer le vecteur donné par un vecteur 
équipollent mené par Torigine et représenter algébriqijement 
celui-ci par les coordonnées de son extrémité, X, Y, Z. Cela 
revient à le définir à l'aide de ses projections sur les axes. Ces 
trois vecteurs se nomment les vecteurs composants du vecteur 
donné et celui-ci le vecteur résultant. Ces noms particuliers ont 
été empruntés à la mécanique. 
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10. Hodographe; dérivée géométrique d'un vecteur. — 

Loraqu'un vecteur AB est variable, que ses éléments sont des 
fonctions d'une certaine variable ^ on peut aisément avoir une 
image des variations de ce vecteur de la façon suivante : on 
mène par un point fixe un vecteur OM équipollentà AB, 
le point M se déplace alors quand t varie et décrit une ligne 
(C) que l'on appelle Yhodographe. du vecteur. Cette ligne repré- 
sente graphiquement les variations du vecteur. 
Soient alors OM et OM' (/îg'. 11) deux positions particulières 

correspondant aux valeurs t et 
t -^ ùit de la variable ; le vecteur 
MM' est la diiférence géométrique 

OM' — OM, c'est l'accroissement 
géométrique qui correspond à Tac- 
croissement A/ de la variable. Consi- 
dérons alors le quotient numérique 
de MM' par A^ et figurons-le par un 
vecteur ayant pour origine le point 

MM' 

M, pour droite de support MM', pour valeur algébrique 

et pour sens le sens de MM' si a^ est positif, le sens contraire 
si MM' est négatif. Soit MN ce vecteur ; quand Af tend vers 0, 
la droite MN tend vers la tangente en M, et le vecteur MN a 
pour limite un certain vecteur MV porté par cette tan- 
gente. 

Ce vecteur se nomme la dérivée géométrique de OM ; il est 
dirigé dans le sens de parcours de la courbe (C) qui correspond 
aux valeurs croissantes de t. 

Si on projette la figure précédente sur un plan quelconque, 
OM se projette en om et la ligne (G) suivant Thodographe (c) de 
ce nouveau vecteur; MM' se projette sur la corde mm' de 
cette nouvelle ligne, et MN suivant un vecteur liin porté par 
cette corde. Comme, d'autre part, on a algébriquement 

mn mm' 
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on en déduit , ™\ 



mn 
mm' 


MN 
MM'" 


mn 


mm' 



donc 

et la limite de mn est encore la dérivée géométrique de om. 

Par suite, la dérivée géométrique de la projection d'un vecteur 
sur un plan est la projection de la dérivée géométrique du 
vecteur de P espace. 

Nous arrivons aux mêmes conclusions en projetant sur un 
axe quelconque, x'x; seulement ici Thodographe de om est 
Taxe lui-même, la différence géométrique de om et om' est la 
différence algébrique elle-même, au moins au point de vue 
numérique et la dérivée géométrique de om se confond, dans le 
calcul, avec la dérivée ordinaire de la valeur algébrique de om. 

La dérivée de la valeur algébrique de la projection d'un vec^ 
teur sur un axe est la valeur algébrique de la projection sur cet 
axe de la dérivée géométrique du vecteur. 

Cherchons encore directement la valeur de la projection de la 
dérivée géométrique de OM sur la droite OM elle-même, orien- 
tée dans le sens de la direction positive de OM. Soit OM' une 
position infiniment voisine de OM et prenons sur elle une direc- 
tion positive qui forme un angle infiniment petit avec la précé- 
dente, e. La valeur algébrique de OM étant v, celle de OM' 
sera e? + Au ; la projection de MM' sur OM aura donc pour 

valeur {v -h Au) cos e — v, ou Au cos e — v(l — cos e) ; la 

. ,. , MM' Au i — cos E 
projection de sera — cos s — u 

A^ -Ai M 

Au i ~~~ cos £ 

Or quand a; tend vers 0, — tend vers uj, — peut s'é- 



A^ " A^ 



£ e 

2 sin^ TT- sin - 

2 2 



_ _ £6 

crire — ou sin tt- -i cette quantité tend vers 0. 

^t 6 z àt 

~¥~ 

La limite de la projection de est donc v/. 

Ainsi la valeur algébrique de la projection de la dérivée géo- 
métrique d'un vecteur sur le^ vecteur lui-même est la dérivée de la 
valeur algébrique du vecteur. 
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11. Homeni d'un vecteur. — Unappelle moment d'unvecteur 
AB {fig. 12) par rapport à un point 
0, le produit du nombre qui mesure 
la lon^eur dece recteur parle nom- 
bre qui mesure la distance du point 
à ce vecteur. Ce nombre OG.AB 
est aussi le nombre qui mesure le 
^ doubledel'aire du triangle OAB. 
'^' On représente le moment par un 

vecteur 06 perpendiculaire au plan OAB, ayant pour lon- 
gueur une longueur mesurée par le nombre OC.AB, et dirigé 
dans un sens tel que l'observateur OG lise le vecteur AB de 
gauche à droite. Nous entendons par observateur OG un obser- 
vateur dirigé le long de OG, ayant les pieds en 0. 

Le vecteur OG s'appelle aussi le moment linéaire de AB par 
rapport au point 0. 

I.^ notion de moment est empruntée à la mécanique, où elle 
se présente alorscomme une notion expérimentale. Si AB repré- 
sente une force, le produit OG.AB indique l'action de cette 
force dans le mouvement de rotation d'un corps solide autour 
d'un axe perpendiculaire au plan OAB et mené par le point 0. 
Ce point s'éclaircira plus tard. Mais comme la notion de moment 
peut être transportée dans un grand nombre de questions où les 
forces n'interviennent pas, même en géométrie pure, il n'est pas 
inutile de l'étudier à part. C'est ce que nous allons faire, en 
nous bornant aux points essentiels. 
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12. Construction du moment linéaire. — Généralités. — 

Menons par le point {fig. 13) 
un plan P perpendiculaire à OA et 
projetons le vecteur AB sur ce plan 
en OD; les deux triangles OAB et 
AOD ont même aire ; le moment est 
donc égal aussi au double de Taire du 
triangle OAD, c'est-à-dire à OA.OD. 
Portons alors sur OD un vecteur OH, 
numériquement égal à OD.OA, et 
faisons-le tourner d'un angle droit 
de gauche à droite autour de l'obser- 
vateur OA ; ce vecteur OH viendra 

se placer sur OG et représentera alors le moment linéaire. Si 

OA était égal à 1, le moment s'obtiendrait en faisant tourner 

OD simplement, sans multiplication préalable, 
n résulte de la définition du moment que cet élément n'est 

pas altéré si on fait glisser le vecteur AB le long de la droite 

qui le porte, ou si on le fait tourner autour du point dans le 

plan OAB d'un angle quelconque. 
Le moment est nul quand l'un ou l'autre des deux facteurs qui 

donnent sa valeur numérique est nul, AB = ou OG = 0; 

le moment est donc nul quand le vecteur AB est nul ou bien 

quand il passe -au point 0. 



Fig. i3. 
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13. Moment résultant de plusieurs vecteurs. — Quand 
plusieurs vecteurs, distribués d'une manière quelconque dans 
l'espace, sont donnés en grandeur et position, on appelle momen/ 
résultant de ces vecteurs, par rapport à un point 0, la somme 
géométrique de leurs moments par rapport à ce point. Le point 
se nomme le centre des moments. 

Si en particulier, tous ces vecteurs sont situés dans un même 
plan P passant par le point 0, comme leurs moments sont portés 
par la normale au plan P, menée par le point 0, on est conduit 
à fixer sur cette normale un sens positif et un sens négatif, puis à 
faire précéder du signe -+- les longueurs des vecteurs portés 
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dans le sens positif et du signe — celles des vecteurs portés 
dans le sens négatif. Mais alors la somme géométrique de tous 
ces vecteurs est identique à leur somme algébrique. Donc, pan 
définition^ quand plusieurs vecteurs sont dans un même plan 
passant par le centre des moments^ le moment résultant est la 
somme algébrique de leurs moments. 

Les principales propriétésdes moments résultent duthéorème 
suivant: 



.'.,1^ 



y^ 



■ft-i 
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Ai. Théorème des moments. — Quand plusieurs vecteurs ont 
la même origine leur moment résultant est égal au moment de 
leur résultante . 

Pour démontrer cette proposition, il suffit évidemment de 
prouver que, dans la recherche du moment résultant, on peut 
remplacer deux vecteurs par leur somme géométrique. En 
d'autres termes, il suffit de démontrer la proposition pour deux 
vecteurs. 
Prenons donc deux vecteurs AB, AG (fig . 14) et soit AD le 

vecteur résultant. Imaginons le 
plan P perpendiculaire à OA 
et mené par le centre des 
moments, puis projetons 
orthogonalement le parallélo- 
gramme des vecteurs ABCD 
sur le plan P en OB'D'C. Nous 
obtenons ainsi un nouveau 
parallélogramme dans lequel 
OD' est la somme géométrique 
de OB' et de OC. Sur 
^^' les côtés et sur la diagonale 

de ce parallélogramme prenons 

OB, = OB'xOA; 
OGt = OC'xOA; 
ODi = OD'xOA. 

Nous obtenons ainsi (12) des vecteurs ayant respectivement les 
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mêmes longueurs que les moments des vecteurs AB, AC, AD; 

mais comme 

OBt 0C« _ ODj ^ OA 

OB' "" OC "" OD' ~ 1 ' 

les deux figures OBD'C et OBiDiCi sont homothétiques directes 
par rapport au point et ODi est la somme géométrique de 
OBi et de OCt. Cela posé, faisons tourner le parallélogramme 
OBiDiCi de 90° et de gauche à droite autour de Tobservateur 
OA. Après la rotation, 0B„ OCi, OD, deviennent les moments 
respectifs de AB, AC, AD ; et comme ODj ne cesse d'être la 
somme géométrique de OBi et de OGi, le théorème est 
démontré. 

15. Corollaire (tbéorème de Varignon). — Quand plusieurs 
vecteurs ayant même .origine sont situés dans un plan passant 
par le centre des moments, le moment du vecteur résultant est la 
somme algébrique des moments de ces divers vecteurs. 

En effet le moment résultant est égal au moment du vecteur 
résultant d'après le théorème précédent ; il est égal aussi à la 
somme algébrique des moments des vecteurs composants par 
définition (13). Donc le moment du vecteur résultant est la 
somme algébrique des moments des vecteurs composants. 

16. Couple de vecteurs. — Le lecteur a dû remarquer déjà 
que les vecteurs envisagés dans le chapitre actuel n'ont pas le 
même degré de généralité que ceux que nous avons étudiés tout 
d'abord : chacun d'eux est mobile sur la droite qui le porte seu- 
lement ; il a donc trois éléments fixes essentiels, la droite de 
support ou ligne d'action^ le sens et la longueur. Le vecteur 
envisagé à cie nouveau point de vue correspond exactement à 
l'idée de force appliquée à un corps solide telle qu'elle sera 
introduite en statique. 

Gela posé nous appellerons couple de vecteurs deux vecteurs 
égaux en longueur et de sens opposés ayant leurs lignes d'action 
parallèles et non confondues. 

Le moment résultant d'un pareil système est facile à évaluer. 
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Supposons d'abord que le centre des mpraénts, 0, soit dans le 
plan du couple {fig. 15) et abaissons de ce point une perpendi- 
culaire OAG sur les lignes d'action des deux vecteurs; puis, 
supposons, ce qui ne change rien aux moments^ que les deux 

vecteurs aient leurs origines 
sur cette perpendiculaire, 
en A et C. Le moment 
résultant est la somme algé- 
brique des deux moments 
OA.AB et OG.CD; si le 
point est entre les deux 
vecteurs, les deux moments 
■doivent être portés tous deux 
sur la demi-normale au plan 
OZ, dirigée dans un sens tel 
que l'observateur OZ lise chacun des vecteurs AB et CD de 
^uche à droite ; alors les deux moments s'ajoutent et la valeur 
numérique du moment résultant est égale à AB(OA -h OC) 
ou à AB.AG. Si le point Oest extérieur au segment AC, en 0' 
par exemple, les deux moments sont de sens contraires, Tun est 
porté sur la demi-droite OT, l'autre sur la demi-droite opposée ; 
le moment résultant a pour valeur numérique la différence des 
deux moments ; c'est encore AB. AG et son sens est le même que 
le précédent. Ainsi le moment résultant est le même, en grandeur 
et en direction, pour tous les points du plan du couple. Lé 
nombre correspondant s'^appelle le moment du couple. 

Pour justifier complètement cette désignation, nous allons 
montrer que le moment résultant est encore le même quand on 
prend pour centre des moments un point quelconque de l'espace. 
Soit ce point {fig, 16) ; menons par ce point un plan per- 
pendiculaire aux lignes d'action des vecteurs et supposons leurs 
origines placées aux points de rencontre du plan ainsi mené avec 
lés lignes d'action, A et G ; prenons en outre ce plan pour plan 
de la figure et supposons, pour fixer les idées, que le vecteur AB 
soit en arrière du plan de la figure et le vecteur CD, en avant. 
Alors le moment du vecteur AB est figuré dans le plan du 
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tableau par un vecteur OA" perpendiculaire à OA, dirigé du 

côté ou n'est pas OC et dont la 
valeur numérique est OA.AB; de 
même le moment de CD est 
figuré par un vecteur OC per- 
pendiculaire à OC, dirigé du côté 
'^»oii OA n'est pas et ayant pour 
valeur numérique OC.CD ou 
OC.AB. Portons seulement les 
vecteurs OA' et OC égaux à OA 
et à OC, et, par suite, proportion- 
nels aux précédents; leur somme 
géométrique s'obtient en menant 
par A' un vecteur A'H' équipol- 
lentà OC et joignant OH'. Me- 
nons aussi AH équipollent à CO; 
nous voyons alors que le triangle OA'H' est le triangle OAH qui 
a tourné d'un angle droit autour du point et de gauche à 
droite par rapport à l'observateur CD ; donc OH' est perpendi- 
culaire à OH et égal à OH ; il jouit .donc des mêmes propriétés 
relativement à CA qui est équipollent à OH. Si nous multiplions 
maintenant numériquement les trois vecteurs OA', OC et OH' 
par AB, ils se transforment en OA", OC et OH' qui repré- 
sentent les deux moments des vecteurs du couple et le moment 
résultant. OH' a donc pour valeur numérique AB.AC et l'ob- 
servateur OH'' est tel que le sens de rotation du couple soit par 
rapport à lui de gauche à droite ; OH'' est donc bien égal au 
moment résultant déjà trouvé quand le point est dans le plan 
G, du couple. 



Fig. <«. 











17. Axe dtin couple. — On ap- 
pelle axt d'un couple un vecteur 
06 équipollent au moment résultant 
par rapport à un point quelconque 
*■*»• *^- de l'espace (/îgf. 17) ; c'est le vecteur 

qui représente ce moment quand l'origine est prise pour 
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centre des moments. C'est donc un vecteur 06 ayant pour 
longueur le produit AB.AC et dirigé dans un sens tel que par 
rapport à Tobservateur OG le sens de rotation du couple soit 
le sens de gauche à droite. Cette expression déjà employée de 
sens de rotation d'un couple se comprend d'elle-même. 

Cet élément ne change pas quand on transporte un couple 
parallèlement à lui-même soit dans son plan, soit dans un plan 
parallèle, ou quand on fait tourner le couple dans son plan 
d'un angle quelconque autour d'un point quelconque; il ne 
change pas non plus quand on altère le couple lui-même sans 
changer son sens de rotation ni son moment. 

Quand plusieurs couples sont dans un même plan ou dans des 
plans parallèles, leurs axes peuvent être placés sur une même 
normale au plan et la somme géométrique des moments devient 
une somme algébrique. Fixons alors Tune des directions de cette 
normale comme direction positive ; tous les couples orientés de 
gauche à droite par rapport à l'observateur correspondant auront 
leurs moments placés sur cette demi-droite ; les autres auront 
leurs moments placés sur la demi-droite opposée, les premiers 
seront donc évalués algébriquement par des nombres positifs, les 
seconds par des nombres négatifs. Le moment résultant sera évalué 
algébriquement par la somme algébrique de tous ces nombres. 



18. Moment d'un vecteur par rapport à un axe.— On appelle 

moment d'un vecteur par rap- 
port à un axe le moment, par 
rapport à un point quelconque 
de Faxe, de la projection du 
vecteur sur le plan perpendicu- 
laire à l'axe mené par ce point. 
Soient sz' Taxe {fig. 18), 
un point quelconque de cette 
droite et P le plan perpendi- 
culaire mené par le point 0. 
Soient d'autre part A'F le 
vecteur et af sa projection sur le plan P, La valeur numérique 




w 



2% INTRODUCTION 

du moment de AF par rapport à Taxe zi est égale, par défini- 
tion, au double de Taire du triangle Oa/*; par suite, si 01 est 
la perpendiculaire à af menée par le point 0, le moment est un 
vecteur dont la longueur est mesurée par le produit 01 X af 
•et qui est porté dans un sens convenable sur Taxe zz' . 

Appelons l la plus courte distance de l'axe et de la force et a 
leur angle ; oû a évidemment 01 = 8, et, si Ton mène kf 
parallèle à a/*, le triangle rectangle A/^F donne kf = AF sin a, 

•c'est-à-dire 

a/' = AFsina. 

L'expression du moment prend donc la forme 

AF X S sin a, 

en vertu de laquelle on voit que le moment est nul dans l'un 
des deux cas suivants : 1** quand le vecteur rencontre l'axe ou 
lui est parallèle; 2o quand il est nul. 

Il résulte d'ailleurs aussi de cette expression que le moment 
lie change ni quand on déplace le point sur l'axe, ni quand 
on déplace le vecteur sur la droite qui le porte. 

Ajoutons que si Ton a à prendre les moments de plusieurs 
vecteurs par rapport à un axe, il y a lieu de fixer sur cet axe un 
jsens positif Oz, un sens négatif Oz', et d'affecter du signe -h les 
moments portés dans le sens de vers z, du signe — les autres. 
Le théorème suivant ramène le moment d'un vecteur par 
rapport à un axe au moment de ce vecteur par rapport à un 
point. 

19. Théorème. — Le moment d'un vecteur par rapport à un 
axe est égal à la projection sur Vaxe du moment de ce vecteurpar 
rapport à un point quelconquede l'axe. 

Soient en effet OG le moment du vecteur AB par rapport à 
un point quelconque de l'axe {fig. 19), 0^ son moment par 
rapport à Taxe et Ofr la projection de OG sur l'axe. Tout 
revient à prouver que les deux vecteurs Og et OG' sont identi- 
ques. Pour cela, nous allons prouver qu'ils ont la même grandeur 
^t le même sens. 
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Pour prouver qu'ils ont la même grandeur, désignons para 
Tangle de 06 avec Faxe et menons au point le plan P per- 
pendiculaire à Taxe ; de sorte que % est aussi l'angle du plan P 





^t. ^ û- 




B 



Fig. 19. 

et du plan OAB, puisqu'il est l'angle des normales à ces plans. 
On a évidiemment 

OG' = OG cos a ; 

mais OG est égal au double de Taire du triangle OAB ; on a 

donc 

OG' = 20ABco3a. 

Or, si l'on projette AB orthogonalement sur le plan P en aô, 
Faire du triangle Oaô est la projection de celle du triangle 
AOB, et d'après un théorème connu on a 

Oaé = OAB cos a. 

Il en résulte que OG' est le double de Taire du triangle Qab^ 
comme Ogr. 

Ainsi les deux vecteurs OG' et 0^^ ont la même grandeur. 

Ils ont aussi le même sens, car de 0^ on lit le vecteur ah de 
gauche à droite, de même, par conséquent, le vecteur AB, 
puisque ces vecteurs sont compris entre deux parallèles à Tob- 
servateur; de OG, on lit le vecteur AB degauche à, droite ; dQnc 
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sont d'un même côté du plan OAB; mais l'un d'eux, 
erpendiculaire à ce plan ; donc ils font entre eux un 
I et Og est bien la projection de OG, 
te de ce théorème que si l'on considère trois axes rec- 
!S ayant pour origine le point 0, les moments d'un 
ir rapporta ces axes sont les projectionssurlesaxesdu 
le ce vecteur par rapport au point 0, ce qu'on appelle 
ment les composantes du vecteur qui ligure le moment 



meot rAButtant. — On appelle moment résultant de 
t'ecteurs par rapport à un axe la somme algébrique des 
de ces divers vecteurs. 

Ëorème. — Quand plusieurs vecteurs ont la même 

r moment résultant est égal au moment de leur somme 

ue. 

lent à dire que le inoment, par rapport à un axe, de 

géométrique de plusieurs vecteurs est égal à la somme 

î des moments de ces divers vecteurs. 

is en effet V„ Vs,... V„ lesvecteurs et Et leur somme 

lie ; ^1, Qt, ... g„ les moments respectifs des veeteB» 

rt à un point de l'axe, et G le moment de ITpar 

;e même point. Si l'on projette orthogonalement sur 

, puisque 6 est la somme géométrique iegi,gi, .... g„ 

pr. G = pr.gi +pr. j, -t- ... +pr, 3„, 
ité exprime bien le théorème énoncé, puisque ses 
nés représentent les momentsdes vecteurs R, Vi,Vt, ... 
iport à l'axe. 

évidemment de là que dans l'évaluation du moment 
ur par rapporta un axe,on peut remplacer ce vecteur 
>s de même origine et dont il est la somme géomé- 



Eieot d'un couple. — Proposons-n 
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moment résultant, par rapporta un axe z'z, des vecteurs AB et 

CD qui composent un couple (fig, 20). 

D'après ce qui précède il faudra pour cela 
prendre les moments de AB et de CD par 
rapport -à un point de Taxe et évaluer la 
somme algébrique des projections de ces 
moments sur Taxe. Or ces moments ont une 
résultante égale à Faxe du couple. Comme la 
projection d'une somme géométrique est 
égale à la somme algébrique des projections 

des divers termes, on voit que le moment résultant d'un couple 

par rapport à un axe est égal à la projection orthogonale de Vaxe 

du couple sur Vaxe des moments. 







»' 




23. Expression analytique du moment d*un vecteur par rap- 
port à un point. — Nous supposerons d'abord que le centre 
des moments ait été pris pour origine des coordonnées. Le mo- 
ment est alors figuré par un vecteur 06 ayant pour origine le 
point et, pour fixer complètement ce vecteur, il suffira de 
connaître ses trois projections sur les axes, c'est-à-dire, comme 
nous venons de le voir, les moments du vecteur par rapport aux 
axes. 
Appelons a?, y, z les coordonnées de l'origine du vecteur AB 

(fig. 21), X, Y, Z ses composantes, 
c'est-à-dire ses trois projections 
sur les axes et évaluons, par 
exemple, le moment par rapport 
à Oz. C'est le double de l'aire de 
la projection du triangle OAB sur 
le plan des xz, le double de 
l'aire du triangle Oab. Or les coor- 
données du point sont. 0, ; 
celles de a, x et y, et enfin celles 
FiR. 2«. de ft, ar-f-X et y + Y. Le 

double de Taire du triangle dab a donc pour valeur 




INTRODCCTION 
1 

X y i , 

ar + X v-hY I 
arY — yX. 
on montre en géométrie analytique que ce déterminant est 
if quand l'angle (Oa, 0&) a le sens de l'angle (x, y) et 
tif dansle cas contraire. 

lutre part, dans le premier cas, l'observateur Oi lit le vec- 
ab de gauche à droite, le moment doit être porté sur la 
-droite Oz, il est positif; dans le second cas, l'observateur 
t ab de droite à gauche et le moment doit être porté sur 
3mi-droite opposée à Os, il est négatif. Le moment par 
>rt à Os est donc égal en grandeur et en signe à 
- yX. Ceux par rapport à Ox et Oy s'évaluent de même, 
déduisent d'ailleurs de celui-ci par permutations circu- 

donc nous appelons L, H, N les composantes du moment 
apport aux axes, nous avons 

L = yl—zY, 

JA = z\-xZ. 

N = arY — !/X. 
jr établir ce résultat important, nous avons supposé les 
rectangulaires et Os dirigé dans un sens tel que l'obser- 
r Oï ait Car à sa gauche et Qy à sa droite. Ce sont les 
tntions habituelles. 

jposons maintenant le centre des moments en un point 
onque de l'espace ayant pour coordonnées 3/, y', z" par 
irt aux axes choisis. Nous porterons les axes parallèlement 
L-mèmes en ce point ; les coordonnées de l'origine du rec- 
qui étaient primitivement x, y, z, deviendront a; — x", 
r', î — i', les composantes de ce vecteur ne changeront 
elles resteront X, Y, Z et nous aurons immédiatement les 
osantes du moment par rapport au point C en-appliquant 
lultats précédents ; ce sont 



L' = (y-y')Z-(î-ï')y,- 
M' = (z — ï')X— (ar — x')Z, _ . 

ou 

L' = L— y'Z-i-ïT, 

M' = M — ï'X-h/Z, 
iV = N — xT + i/X 
eQ conservant à L, M, N leurs sens précédents. 

On peut observer qu'en désignant par L,, Mi, Ni les parties 
qui suivent L, M, N, 

L, = — ^'Z-hiT, 
M. = — ï'X+ar'Z, 
Ni = — /Y+î/'X; 
ce sont les composantes du moment d'un vecteur égal et opposé 
à AB et ayant pour origine le point ff ; de sorte que le moment 
par rapport au point 0' du vecteur AB est la somme géomé- 
trique du moment de AB par rapport au point et du moment 
de ce second vecteur par rapport an même point. C'est donc le 
moment du couple formé par ces deux vecteurs. Au surplus, 
ceci découle de la définition même du moment d'un vecteur par 
rapport àun point 0' (^g. 22), car le produit O'C.AB est aussi le 
moment du couple formé par le vecteur 
AB et par le vecteur égal et opposé, 
OD, mené par le point O. 
Puisque le moment résultant d'un 
*^ couple par rapport à un point quelcon- 

*' que de l'espace est toujours le même, il 

était donc évident qu'on aurait 

L' = L -^ L„ 
M' = M-^M„ 
N' = N-hN,. 

24. ExpresBioD analytique du moment d'un vecteur par rap- 
port & UD axe quelconque. — Supposons le vecteur défini comme 
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~")he précédeot par les coordonnées de son origine, 
ses composantes, X, Y, Z ; supposons en outre 
éQni par les coordonnées de l'un de ses points, 
les cosinus des angles que l'une de ses directions 
is, a, ^, 1. Nous aurons le moment par rapport à 
t le moment par rapport au point O'i^f, y', z'), 
irojetant sur l'ase ; or ce moment est la somme 
18 trois vecteurs L', M', N' parallèles à OX, OY 
ction est donc égale à la somme des projections 
eurs, c'est-à-dire à 

»L'-(-pM'-i--fN', 
L + L,) -F P(M H- M.) + v{N 4- H.). 

JHB. — Les expressions analytiques des compo- 
int d'un recteur par rapport à un point permet- 
:rer sans peine que le moment résultant d'un 
eurs concourants est égal au moment du vecteur 
ie le moment résnltant d'un couple par rapport 
espace est indépendant du point choisi, et, par 
moment de l'un des vecteurs par rapport à un 
a ligne d'action de l'autre. 
e premier point, nous prendrons pour origine 
i le centre des moments ; nous désignerons par 
onnéesdupointderencontrede tous les recteurs, 
. . X„, Y„, Z„ leurs composantes et par L^, TA/,, N» 
I du moment linéaire du vecteur X», \i, Z* par 
t 0. Nous aurons alors 

U = !/Z* — ZYfc, 
M» = ZX*-arZt, 

N*=iY*-vX*; 
SU = ySZft — iSYt, 
i;Mfc = ïSX* — a;SZ». 
SNj = a;SYft— v2Xt. 
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Mais, d'après le théoi-ème des projections, SL*. SM*, SN* sont 
les composantes du moment résultant, SXj,, £Y«, Zl^ sont les 
composantes de la résultante des vecteurs du système donné et 
les égalités précédentes expriment justement que le moment 
résultant est le moment du vecteur résultant. 

Pour établir le second point, nous appellerons x, y, z les 
coordonnées de l'origine de l'un des vecteurs du couple, x',y',z' 
les coordonnées de l'origine de l'autre vecteur, X, Y, Z les 
composanlesdupremieret.parauite, — X,— Y, — Z, cellesdu 
second ; puis nous prendrons les moments par rapport à un 
point quelconque de coordonnées x„ y„ i, . En appelant 
L,, H„ N, et L|, Hg, N, les composantes de ces deux moments 
et L, H, N celles du moment résultant, nous aurons 

L' = (y-y.)z-(ï-ïOY. 

M, = (ï— 3,)X — (2 — a!i)Z, 

N. = (x-x,)Y-(y~y,lX; 
puis, 

U = -(y'-!/.)Z-i-{!'~i.)Y; 

M, = - (ï' -z,)X -h(ar'- 3^0Z> 

N, = -(ir'-ar.)Y + (y'-yOY; 
par conséquent, 

L = U -»- U = (t, - y')Z - (! - :')Y. 

M = M, -h M, = (î — ï')X — (x — a/)Z, 

N = N. -i- N, = (x -tffi - (y - y')\. 

Ces expressions sont indépendantes du centre des moments et 

démontrent la propriété annoncée. 
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CHAPITRE I 

VITESSE ET ACCÉLÉRATION CONSIDÉRÉES COMME GRANDEURS 

NUMÉRIQUES 

26. Point matériel. — On nomme point matériel un point 
géométrique en lequel on suppose condensée de la matière 
obéissant aux lois habituelles de la nature. On considère les 
corps comme des assemblages de points matériels. 

27. Mouvement et repos. — On dit qu^un corps est en mouve- 
ment quand il change de position par rapport à des points fixes 
ou supposés fixes ; on dit qu'il est au repos dans le cas contraire. 
Un point matériel en mouvement sera appelé un mobile. 

Nous ne connaissons pas de corps au repos absolu, parce que 
la terre et les astres auxquels nous rapportons tous les mouve- 
ments que nous observons sont eux-mêmes en mouvement ; 
mais nous n'en concevons pas moins l'existence du repos 
absolu. 

28. Objel de la cinématique. — La cinématique a pour objet 
l'étude du mouvement des corps. C'est une science analogue à la 
géométrie et dans l'étude de laquelle on fait intervenir les 
notions habituelles de la géométrie et une notion nouvelle qui 
esiceUedelsL durée ou. dix temps. 
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Nous ne nous occuperons d'ailleurs ici que du mouvement 
d'un point. 

29. Da temps. — On a la notion d*une durée, et Ton conçoit 
Tégalité et la somme de deux durées ; d'oh il suit que le temps 
est une grandeur mesurable. On prend habituellement pour 
unité de mesure la seconde de temps moyen, qui est intimement 
liée au mouvement des astres. 

Dès que Ton sait mesurer une durée, on peut fixer un instant 
quelconque I, par rapport à un autre instant pris pour origine, 
au moyen du nombre d'unités de temps écoulées de Tun à 
l'autre, et en convenant d'affecter ce nombre du signe + ou 
du signe — suivant que l'instant I est postérieur ou antérieur à 
l'instant origine. En ce qui concerne le signe, on pourrait bien 
entendu faire la convention contraire. Quoi qu'il en soit, si on 
appelle t le nombre algébrique ainsi obtenu pour l'instant I et 
t' le nombre analogue relatif à un autre instant T, le nombre 
algébrique qui représente le temps écoulé entre l'instant I et 
rinstant I' sera t — U Si ce nombre est positif, l'instant T est 
postérieur à l'instant I ; c'est le contraire s*il est négatif. 

30. Tratectolpe. — On appelle trajectoire d'un point mobile le 
lieu géométrique des positions successives occupées par ce point 
dans l'espace. Suivant que cette trajectoire est une ligne droite 
ou une ligne courbe, le mouvement du point est dit rectiligne ou 
curviligne. 

Équation d'un mouvement. ^ Supposons par exemple que la 
trajectoire soit une ligne droite x'x {fig. 23). U est clair que le 

mouvement du point sera 

^ complètement défini si l'on 

^ « connaît à chaque instant la 

^*^* *5- . position qu'il occupe sur sa 

trajectoire. Prenons alors un point de la droite comme 
origine et fixons sur cette droite, à la manière habituelle, un 
sens positif Ox et un sens négatif Ox* ; de sorte que si M est la 
position du mobile à un instant quelconque, cette position soit 
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définie par la mesure algébrique x du segment OM. D'autre 
part le nombre x varie avec le temps, c'est-à-dire qu'il est une 
fonction du temps compté à partir d'une origine déterminée ; et 
si on appelle f{t) cette fonction du temps on aura une équation 

(1) x^ fit), 

qui définira à chaque instant la position du point M, si Ton 
connaît la fonction f(t). Pour cette raison Téquation (i) s'appelle 
Véquation du mouvement. Le sens dans lequel le mobile se 
déplace sur sa trajectoire s'appelle le sen* du mouvement. Il 
peut être le même ou contraire à celui qui a été adopté comme 
sens positif. 

Ce que nous venons de dire pour le mouvement rectiligne 
s'applique à un mouvement curviligne. Soit T la trajectoire et 

soit un point fixe pris pour origine 
sur cette ligne. Fixons sur T un sens 
positif de parcours, par exemple le sens 
de la flèche, et appelons e l'arc variable, 
positif ou négatif, parcouru par le 
mobile et compté à partir du point 0. 
Cet arc est une fonction du temps, et si on appelle f{t) cette 
fonction, l'équation 

e = f{i) 

fera connaître à chaque instant la position du mobile sur sa 
trajectoire. On l'appelle encore Véquation du mouvement, et on 
appelle sens du mouvement le sens dans lequel le mobile se 
déplace. 

31. Mouvement uniforme et mouvement varié. — Faisant 
pour un instant abstraction de la trajectoire, on conçoit qu'un 
mouvement soit plus ou moins simple, suivant que l'équation 
du mouvement est elle-même plus ou moins simple; d'après 
cela, le mouvement le plus simple est celui dans lequel les 
espaces parcourus pendant des temps égaux sont égaux; on 
l'appelle un mouvement uniforme. 

Tout mouvement qui n'est pas uniforme est dit varié. 

MÉCAN. (CENTR.) 3 
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. 32. Vitesse dans le mouvement uniforme* — On appelle 
vitesse dans un mouvement uniforme l'espace parcouru pen- 
dant Tunité de temps et mesuré à l'aide d'une unité arbitraire, 
le mètre par exemple. En vertu de ce qui précède» le nombre qui 
mesure la vitesse peut être positif ou négatif suivant que le 
mobile se déplace sur sa trajectoire dans le sens adopté comme 

sens positif, ou en sens con- 

, traire. Considérons, par 

A A' ^ exemple, un mouvement 

Fig- 25. rectiligne et uniforme sui- 

vant la droite x^x et dans 
le sens de xf vers x (fig. 25); soit Â la position du mobile à 
l'instant t et A' sa position à l'instant t + l ; si Ton a choisi la 
direction qui va de x' vers x comme direction positive de 
parcours, la vitesse est | AA' | ; dans le cas contraire, la vitesse 
est — I AA' I ; dans tous les cas la vitesse est la valeur algébri- 
que du vecteur AA'. 

33. Formule des espaces dans le mouvement uniforme. — 

Un mouvement uniforme est défini dès qu^on en connaît la 
vitesse. Soit en effet 

e=ni) 

réqualion du mouvement et soit Bq la valeur de e pour 
t = ; la différence e — e^ représente alors en grandeur et 
en signe l'espace parcouru par le mobile pendant le temps t. 
D'autre part, si l'on appelle v le nombre positif ou négatif qui 
mesure la vitesse, l'espace parcouru pendant le temps t est aussi 
vt en grandeur et signe ; on a donc 

e — eo = vt^ 
ou bien 

e = 6fo -t- vt. 

Cette formule s'appelle la formule des espaces dans le mou- 
vement uniforme. 
On en déduit 

t 
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d'où il suit que la vitesse dans le mouvement uniforme est égale 
au quotient de l'espace parcouru par le temps employé à le 
parcourir. 

3ï. Vitesse moyenne dans le mouvement varié. — Lorsque 
le mouvement d'un mobile n'est pas uniforme, il est naturel, 
pour s'en faire une idée, de le comparer à celui d'un autre 
mobile animé d'un mouvement uniforme et qui parcourrait le 
même chemin pendant le même temps. 

Soit donc e l'espace parcouru par un mobile sur sa trajectoire 
pendant le temps ^ ; si un second mobile parcourait cet espace 

d'un mouvement uniforme pendant le même temps, sa vitesse, 

e e 

d*après ce qui précède, serait — ; le quotient — s'appelle la t?i- 

If w 

tesse moyenne du mobile pendant rintervalle de temps t. 

Ainsi, on appelle vitesse moyenne d*un mouvement varié 
pendant Vintervalle de temps ?, le quotient de l'espace parcouru 
pendant cet intervalle de temps par le temps employé à le par- 
courir, 

35. Vitesse à un instant donné. — Supposons que Ton consi- 
dère le mouvement pendant un intervalle de temps très court de 
tk t -{- ^t, et soit Ae l'espace très petit parcouru ; l'expression 
de la vitesse moyenne pendant l'intervalle de temps considéré est 

-r* On appelle vitesse vraie du mobile à l'instant f, la limite do 
la vitesse moyenne — , lorsque Af tend vers zéro. 

Af 

Par déûnition, la vitesse vraie à l'instant t est donc égale à la 
dérivée de l'espace par rapport au temps ; de sorte que si 

e=f{t) 
est la formule des espaces, la formule des vitesses sera 

v = ni), 

en désignant par f {t) la dérivée de f [t] par rapport à t. 

36. Mouvement circulaire ; vitesse angulaire. — Supposons, 
par exemple, que la trajectoire soit un cercle {flg. 26), et adop- 
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tons comme sens positif le sens de la flèche. Soient M et M' les 

positions du mobile aux instants 
t eit-hUei soient 

0051 = 6, 

ôOfi' = Ae. 

La vitesse moyenne pendant 
rintervalle de temps a^ est 

arc MM' . 

, 

or, si Ton appelle r le rayon du 
Fig. J6. cercle, on a 

arc MM' = rAO, 
et par suite l'expression de la vitesse moyenne devient 

AO 

r — • 

A^ 

Si donc on considère comme fonction de t et si Ton pose 

e = t^{t)^ la vitesse moyenne sera r ; par suite si Ton 

fait tendre A^ vers 0, on aura pour la vitesse à Tinstant t l'ex- 
pression 

Lorsqu^un point mobile décrit un cercle, on dit qu'il est animé 
d'un mouvement circulaire, et l'équation 6 = «p(0 s'appelle 
l'équation angulaire du mouvement. 

o\i) est la vitesse angulaire du point M à l'instant f, ou en- 
core la vitesse angulaire du rayon OM mobile autour du point 
0. Si on la désigne par w et si on appelle v la vitesse du point 
M, on a V = wr*. En général, si 6 est l'angle, variable avec le 

A6 

temps, que fait un rayon mobile avec un rayon fixe, — est la 

A^ 

vitesse angulaire moyenne du rayon pendant l'intervalle de 
temps A/, et la limite de ce rapport quand Af tend vers est 
la vitesse angulaire à l'instant t ; c'est aussi la vitesse du point 
situé sur le rayon OM à l'unité de distance du point 0. 

Quand le mouvement est uniforme, la vitesse angulaire est 
constante et l'angle 6 est proportionnel au temps ; de sorte que 
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te formule, appelée formule des vite»ei, on déduit 



jit que dans le mouvement uniformément varié, l'accélé- 
I égale au quotient de la variation de la vitesse par la 
I correspondante du tempt. 

ccélératlon dans un mouvement quelconque. — La 
ison d'un mouvemeot varié à un mouvement uniforme 
louduit à la notion de la vitesse dans un mouvement 
|ue ; pareillement, la comparaison d'un mouvement 
|ue à un mouvement uniformément varié va nous cod- 
une notion nouvelle : celle de Vaccélération dont un 
mf quelconque. 

)nspourcela u et v + Hv lesvitessesd'un mobile aux 
et / -t- i( ; il est naturel decomparer son mouvement 
'un autre mobile animé d'un mouvement uniformément 
[ui aurait les vitesses respectives v et v + iv aux ins- 
it n- 4i ; l'accélération de ce mobile serait -7- ■ 

Au , ' , - 

)tient — s'appelle l'aceétérattontangentielle moyenne 
ier mobile pendant IHntervalle de temps M. Nous en ver- 
aison plus ioinC). 

on appelle accélération tangenlielle moyenne, dans un 
lent varié quelconque et pendant un intervalle de temps 
e quotient de la variation de la vitesse par la variation 

pelle accélération tangentielle à l'instant t la limite de 
ation tangentielle moyenne, lorsque àt tend vers zéro ; 
lant ï cette limite et w la vitesse, considérée comme 
du temps, on a 



ithëte de tangentielle appliquée à l'accéléra lion ue Tige que les 
Dis curvilignes où la iraie accËlération est différente ds celle 
étudloDS ici. 
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si Pon appelle <^{t) une fonction primitive de o{t) et Vq une 
certaine constante, on a 

(2) t; = vo-h^t). 

Il est clair, d'après cela, qu'il ne suffit pas de connaître ^ 
chaque instant la vitesse pour définir complètement le mouve- 
ment d'un point ; car, la formule (1) fait bien connaître la lon- 
gueur de l'arc de trajectoire parcouru à partir d'un instant 
initial t^^ mais ne donne pas la position exacte du mobile sur 
sa trajectoire. Pour que le mouvement soit complètement défini, 
il suffit d'ailleurs de connaître la valeur e^ de e au temps 
t = ^0, c'est-à-dire la position du mobile sur sa trajectoire à 
un instant donné, à partir duquel on commence à observer son 
mouvement. 

Pareillement, la loi des accélérations étant supposée connue, 
cela ne suffit pas pour définir la loi des vitesses, puisque la for- 
mule (2) renferme une constante inconnue vo ; il faut encore 
se donner la vitesse initiale Vq du mobile à l'instant t = t^ à 
partir duquel on commence à observer son mouvement. La 
constante Vo une fois déterminée, on en déduit la loi des espaces 
comme cela été indiqué plus haut. 

41. Application. — Trouver la formule des espaces dans le 
mouvement uniformément varié. 

Soient Vq la vitesse initiale et y l'accélération d'un mouve- 
ment uniformément varié ; nous avons vu que la formule des 
vitesses est 

(3) V = VQ-i- Yf , 

et, comme toutes les fonctions primitives de Uo^"ï^ sont 

i 
comprises dans l'expression «o + ^'o^ -+- â" T^^ en appelant e 

l'espace parcouru, on aura 

1 , 

Cette formule est de la forme 

e = a-^bt-i-ct^ 



/ 



I 

I 



■.*"-f ' 
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et, réciproquement, tout mouvement dans lequel Vespace est lié 
au temps par une relation de cette forme est un mouvement uni- 
f armement varié ; car, si on calcule la vitesse v , en prenant la 
dérivée de l'espace par rapport au temps on obtient 

V =b H-2c^, 

formule qui devient identique à la formule (3) quand on y fait 

b = «0» 2c = Y. 

Nous allons donner maintenant quelques exemples de mouve- 
ments. 

42. Mouvement vibratoire simple. — On rencontre ce mou- 
vement en Physique mathématique, dans la théorie de la 
lumière et du son, ainsi qu'en Electrodynamique. Il est défini 
par Tune quelconque des deux équations 

X = a cos (a/ -h p), 

a? = a sin (a/ -\- p), 

qu'on peut remplacer respectivement par 

X ^=i a cos a/, 
a? = a sin a^, 

en remplaçant t par t — — - 

Etudions par exemple le mouvement défini par l'équation 

(1) 0? = a'sinaf. 

Soit Torigine des abscisses et soit Ox le sens positif sur la 

trajectoire (/ïg'. 28). Sup- 

^ posons a et a positifs, et 

^ deux fois successivement 

Fig. 28. dérivons par rapport à t ; 

nous obtenons ainsi les 
formules 

(2) V = aacosa/, 

(3) Y = — ^*^ sin oLt^ 

qui font connaître à chaque instant la vitesse v et l'accélération 
Y du mobile. Les trois équations (1), (2), (3) ne changent pas 
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ar t-i ; U en résulte que si, à 

e mobile traverse un point M de sa 
e o et l'accélération y, à l'instant 
ème point dans le même sens, avec la 
iccélération ; pour cette raison le mou- 
et — s'appelle la période. Il en ré- 
e complète du mouvement, il suffît de 
ervalle dont l'étendue soit égale à la 
î d'ailleurs — = T, les formules 
lent l'espace, la vitesse et l'accélération 



~ X» *^" T 
s'appelle la phase du mouvement & 



à T, on voit que ar s'annule pour 
t pour I = T; il est maximum et 

enfm i! est minimum et égal à — a 

', que si l'on porte sur la trajectoire 
les longueurs OA et OA' 

■ égales à a (Jig. 29) et si 

l'on fait varier l successi- 

T T 

vement de à -7-> de -7- à 
4 4 



à T, le mobile se déplace de en A, 
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de A en 0, de en A' et revient enfin de A' en où il se 
trouve dans les mêmes conditions qu'au temps t = 0, Le 
mobile oscille donc indéfiniment entre les points extrêmes A 
et A'. Pour cette raison, le mouvement s'appelle un mouvement 
vibratoire simple et a est l'amplitude de la vibration. 

Quant à la durée de la vibration que nous avons désignée par 
T, on peut la définir comme l'intervalle de temps qui s'écoule 
entre deux passages consécutifs du mobile au point et dans 
le même sens. Dans les applications industrielles, la période est 

1 1 

une petite fraction de seconde comprise entre -^ et -^ de 

seconde. Pour cette raison, on a trouvé plus commode de définir 
la période par le nombre de fois qu'elle se produit dans une 
seconde, et ce nombre s'appelle la fréquence ; de sorte que la 
fréquence est l'inverse de la période. 

43. Mouvement représenté par un cosinus ou un sinus 
hyperbolique.. — Un mouvement de ce genre est celui dans 

lequel l'espace x est lié au temps t par Tune des relations 

e'-he~' e' — e~* 
X = a 9 ar = a : y 



les seconds membres de ces égalités divisés par a portent les 
noms respectifs de cosinus hyperbolique et de sinus hyperbo- 
lique de t. On les représente alors par ch t et sht et les noms 
ci-dessus ont été donnés à ces fonctions parce qu'elles jouissent 
de propriétés analogues à celles du cosinus et du sinus d'un arc. 
Par exemple, on vérifie immédiatement la formule 

chU — sh^t = 1 
analogue à 

cos* t -h sin* t = i 

et l'on voit tout de suite que la dérivée de ch t est égale à sh / 
et inversement ; tandis que la dérivée de cos t est égale à — sin t 
et celle de sin t à cos /. 

Cela posé, supposons que le mouvement d'un point sur sa tra- 
jectoire, sur une droite par exemple, soit défini par Téquation 



~^'-*^EcWmD^^^^^H^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^B^> * 
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(i) X = a 5 — = acn t 

z 

et appelons v la vitesse et y l'accélération à l'instant t; on aura 

et g-' 

(2) V = a = a sh ^ 

(3) Y = « 2 = ^• 

Soient a/a* la trajectoire et Torigine des espaces {fig.SO). La 
formule (1) montre que l'espace est toujours positif, par consé- 
quent que le mobile est 

I , , toujours à droite du poin t 

*' 1 A » 0. Si ^ est négatif et très 

Fig. 30. grand, 0? est trèsgrand; de 

sorte que si t part de 
— 00 le mobile part d'un point A inûniment éloigné sur Ox 
et sa vitesse est égale à — oo . Si / croît, comme la vitesse est 
d'abord négative, x décroît et le point se rapproche du point 
0, par suite le sens du mouvement est le sens de A vers 0. La vi- 
tesse s'annule pour ^ = ; alors x est minimum et sa valeur 
minimum est a, c'est-à-dire que le mobile se trouve en un point 
I tel que 0[ = a. Après cela, la vitesse change de signe, le 
mouvement change de sens, et quand t varie de à 4- oo , a? 
repasse par les mêmes valeurs dans l'ordre inverse, et cela pour 
des valeurs de t équidistantes de 0. On voit en effet que si t 
prend des valeurs égales et désignes contraires ch t reprend les 
mêmes valeurs. Quant à sh f, il prend des valeurs égales et de 
signes contraires, ce qui prouve qu'en passant par les mêmes 
points de la trajectoire, le mobile est toujours animé de la même 
vitesse en grandeur. 

La loi de l'accélération est, d'après (3), identique à la loi des 
espaces. 

On étudierait de la même manière le mouvement défini par 
a? = sh^ 

44. Composition de plusieurs mouvements rectilignes diri- 
06s suivant la même droite. — Supposons qu'un point se dé- 
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place sur une droite x'x {fig, 31) pendant que cette droite glisse 
sur elle-même ; on dit alors que le point est animé de deux mouve- 
ments simultanés qu'on 
^ ^ appelle mouvements 

Fig. 31. composants^ tandis que 

le mouvement final du 
point s'appelle mouvement résultant. Trouver le mouvement 
final, c'est faire la composilion de deux mouvements. 

Plus généralement on fait la composition de plusieurs mou- 
vements rectilignes suivant la même droite quand on cherche le 
mouvement final d'un point mobile sur une droite D qui glisse 
sur une droite Di, qui glisse elle-même sur une droite D2, et 
ainsi de suite. 

Les exemples de mouvements simultanés abondent dans la 
nature. Par exemple : nous nous déplaçons sur la surface de la 
Terre qui se meut dans lespace ; un voyageur se promène dans 
un train ou sur un bateau pendant que le train ou le bateau 
sont en marche, etc. 

Proposons -nous de faire la composition de plusieurs mouve- 
ments simultanés, quand tous ces mouvements s'effectuent 
suivant la même droite. Cherchons d'abord à déterminer le 

M A[ 
1 I ■ I i 

^' A * 

Fig. 32. 

mouvement résultant d'un point mobile sur une droite qui 
glisse sur elle-même. Il est évident que le problème serait résolu 
si Ton connaissait à chaque instant la position du mobile sur sa 
trajectoire. Or soient l'origine des espaces et A la position 
du pointa Tinstant par exemple (fig. 32). Cherchons sa position 
à l'instant t. Pour cela, nous pouvons imaginer que la droite 
glisse pendant le temps i, le point restant fixe, puis que le point 
se déplace à son tour pendant le même temps, la droite restant 
fixe à son tour. Supposons qu'à la fin du premier mouvement 
le point soit en A' et qu'il vienne ensuite en M à la fin du 
second ; si on appelle x l'abscisse du mobile à l'instant ^ on 



x = OtS. 
eur et ensigoe 

OM = OA'-i-A'M, 
is deux mouvements sont définis respective- 
ions 

., = m, r, = «o, 

i' = ^,(0, AU = Ht) ; 

= I, + 1, = /■,(!) + /■,((). 
•ivée première et la dérivée seconde, oa obtient 
^ration, savoir : 

« = /■,'(') + «'). 

ï-mo + CT)- 

voit : 

iarcouru est la somme algébrique des espaces; 
est la somme algébrique des vitesses ; 
lion est la somme algébrique des accélérations. 
ces mêmes résultats en composant plusieurs 
t clair en elfet que pour faire cette opération, 
tes deux premiers mouvements, puis le mou- 
e troisième, et ainsi de suite jusqu'au dernier. 
Ds des mouvements composauts sont 

'.((). ^s = m, ■■■ ^^ = w). 

vement résultant sera 

itir la vitesse et pour l'accélération, les for- 

= /■/(') -H /■.'{0+--P /;■(')■ 

i les mouvements composants sont des mouve- 
impies de môme période 

X, = aiC0s{ai + !>,). 
Xt = aiCOs(ai+ 6,), 

x„ = fl„cos('ii + i„), 
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vitesse sont respectivement 1 par rapport 
- 1 par rapport au temps. Eafin l'accélé- 
nt d'une vitesse par un temps, l'équation de 
lératiOD y sera 
Ï = LT-'. 
s dimensions de l'accélération sont respec- 
)rl aux longueurs et —2 par rapport au 

peine que la vitesse angulaire et l'accéléra- 
es dimentions respectives — t et — 2 
s et la dimension par rapport aux lon- 

msions d'une grandeur dérivée a le grand 
par le simple examen, comment le nom- 
grandeur varie quand on change les unités 
[it en effet d'observer que si pour évaluer 
lentale, L ou T, par exemple, on prend 
I petite, le nombre qui mesure la longueur 
i fois plus grand. 

pie, une accélération, donnée par l'égalité 
^', et prenons une unité de longueur 
ne unité de temps }>. fois plus petite que 
! d'évaluation, nous aurons pour nouvelle 
i-atiOD. 

f- = XL(f.T)-S 

ailleurs encore sur ce sujet en dynamique. 

umériques. — Supposons par esemple 
obile soit égale à 3 quand on prend pour 
mètre et pour unité de temps la seconde, 
qui l'exprime quand on prend pour unité 
nèti'e et pour unité de temps la minute, 
ue l'unité de longueur devenant lOO fois 
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plus petite, le nombre qui mesure la vitesse devient i(H 
plus grand ; d'autre part ce nombre devient 60 fois 
grand parce que l'unité de temps devient 60 fois plus gra 
donc la vitesse exprimée en centimètres et par minute 
3x60x100 = 18000. 
On voit de même que si l'accélération est égale à S quan 
prend le mètre et la seconde comme unités, elle est égi 

3x6fl'xi00 = 1080000. 
quand on prend le centimètre et la minute pour noui 
unités. 



CHAPITRE n 
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Ion. — On appelle diagramme d'un mouvement la 
1 graphique de ce mouvement. Pour expliquer ce 
;endre par là, supposons qu'un mouvement soil 
[uation 

u = m, 

u représentera, à volonté, soit l'espace, soit la 
iccélération. Traçons dans un plan deux axes rec- 
'et0w(^3. 33), sur chacun desquels noussuppose- 
rons qu'on ait fixé un sens 
positif et un sens négatif; 
soient Oi et Ou les sens posi- 
tifs Tixés respectivement sur 
lesdeux axes. Portons surOt 
des longueurs proportion- 
— nelles à l et sur Ou des 
longueurs proportionnelles 
P, jj à w. En d'autres termes, 

considérons dans l'équation 
l'abscisse et « comme l'ordonnée d'un point M 
orté aux axes Ol et Ou; quand ( varie, ce point 
r une ligne (C) qui est la représentation graphique 
it déâni par l'équation (I), parce que son ordon- 
à une échelle convenue, fait connaître la valeur de 
ond à chaque valeur de t. Construire cette courbe, 
iagramme du mouvement défmi par l'équation (1). 
courbe (C), elle s'api)elle la covrbe des espaces, la 
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courbe des vitesses ou la courbe des accélérations, su 
u désigne l'espace, la vitesse ou l'accélération. Donc 
ques exemples. 

48. Application au mouvem«nt uniforme. — i 
d'abord que l'équation (1) soit la formule des espact 
mouvement uniforme ; elle est alors de la forme 

u = a-^bl, 
et, comme elle est du premier degré en u et (, ta ( 
espaces est une ligne droite dont le coeflicient angul 
égal à la dérivée de u par rapport à (, c'est-à-dire à 

En remplaçant u par v dans l'équation u = a 
obtiendrait la formule de la vitesse dans le mouveme 
mément varié ; par suite la courbe des vitesses, dans ( 
ment, est une droite dont le coefficient angulaire < 
l'accélération, celle-ci étant la dérivée de la vitesse pi 
au temps. 

4t). Application au mouvement uniformément varié, 
le mouvement est unif< 
I / varié, la formule dei 
I / prend la forme 
j / u = a-i-bt + c 

I / La courbe des espaces 

■^ j _^ une parabole dont t'axe 

\^ parallèle à Ou [/tg. 34) 

I les coordonnées du som 



Plg. u. 



0P = -^, PA = - 



50. Application à un mouvement périodique. — S 
tenant un mouvement périodique simple défini par Is 
réduite 

e = u = acosxl. 
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des espaces se compose d'une tnAnité d'arcs égaux à l'arc BCD 
transporté parallèlement à lui-même, et le simple esamen de 
cette courbe fait connaître toutes les circonstances du mouve- 
ment. 

On construirait d'une manière analogue la courbe des espaces 
du mouvement vibratoire simple défini par la formule 

e = M = asinaf. 
Sur la figure cette courbe est représentée en traits interrompus. 



61. Application A la somme d'un mouvement périodique et 
d'un mouvement uniforme. — On a donné à ce mouvement 
le nom de mouvement périodiquement uniforme. D'après ce que 




nous avons dit dans la composition des mouvements, il sera 
défini par une équation de la forme 

(I) M = a -H Jï -t- c cos al, 

ou bien de la forme 

u =a + é(-t-csina/. 
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U somme d'un mouvement périodique 
fermement varié. 11 suffit de remplace 
parabole, et l'on obtient ainsi la courb 
dans la figure 38. 

SI. Graphique des chemlDS de 1er. — 
chemins de fer, tes agents ont à leur 
synoptiques de la marche des trains en 
réduit les 24 heures de la journée et 
iation sur une même ligne. Les tra 
graphiquement sur des feuilles qui p 
phiques. 

Nous donnons en planche séparée à 
phique en usage sur la ligne de Paris à 
l'obligeance de M. Nobtemaire, dire 
P.-L.-M. 

L'examen attentif de ce graphique 
toute explication. Pour chaque train, 
abscisses, les espaces franchis en ordon 
portées de haut en bas pour les traii 
(trains de n°> impairs, sens Paris-Lyon) 
trains circulant sur la voie 2 (trains ( 
Paris). Pour le tronçon de Paris à^ 
triage-poste 1, où il y a quatre voies de 
est dédoublé. 

La courbedes espaces ou plutôt l'ens 
représentant la marche de chaque tra 
plus de la verticale que le train esta m 

On peut voir que le train rapide n* ' 
Paris à 9» 30 du matin, quitte à Ville 
nous considérons (pour emprunter cell 
à Montereau à tO" SS, arrive à Laroche 
à midi 10, etc. Le train marchandises n 
pour laisser passer le rapide ; le 4 007 f 
gny ; le 4017 à S'-Florentin, etc. Les t 
mêmes se garent pour laisser passer 
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tracent : à Chagny, le train 120 (à 4'' 20 du 
rain 114. 

i agrandis de ces tableaux graphiques que 
; des trains, pour le service d'été et pour le 
t élaborés, avec une sécurité absolue. De 
graphique que les agents des gares tracent 
ain extraordinaire à mettre en circulation. 
ïe comme celle que le lecteur a sous les 

intercaler aucune courbe de train rapi&e 
Estantes, mais si l'heure de départ du train 
e impérieusement entre d'étroites limites. 

courbe de la marche de ce train et on 
alîecte la circulation des autres trains ; 
;i à temps, ou le train extraordinaire lui- 

Onné de voir sur le graphique les courbes 
I mbvae sens se couper, sans garages pré- 

de l'express 48 est rencontrée par celle du 
72 à 3" 15 du soir entre Sens et Pont-sur- 
3 reporte à la légende, on voit que le train 
nde, c'est-à-dire un train qui n'appartient 
[uottdienne. Quand cette Malle, courrier de 
e pour l'Angleterre, arrive, une fois par se- 

l'une des huit marches prévues au graphi- 
ie en France est subordonnée à l'heure 
ot à Brindisi), et des consignes spéciales 
là aux trains qui pourraient entraver cette 
aire. 

|ui ne s'appliquerait qu'à une ligne à voie 
ident que les courbes non seulement de 
I sens, mais aussi de deux trains de sens 
ent pas se couper entre deux gares. Elles 
tvantage se couper sur les horizontales qui 
îtites stations où la voie n'est pas dédou' 
ne. 
pies montrent la grande utilité, dans les 
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chemins de fer, du mode de représentation graphique de la 
marche des trains. 

On peut s'étonner de voir que la décision prise en 1899 par le 
Bureau des Longitudes relativement à la nouvelle manière de 
compter le temps, de 0" à 24'", soit restée lettre morte pour les 
Compagnies de chemins de fer français. C'est pourtant elles qui 
tiennent la clé de la réforme et qui semblent devoir le plus en 
bénéficier. 

Sur les mai^s du graphique se trouvent des profils en long de 
la voie. Les pentesou rampes y sont figurées à une échelle natu- 
rellement beaucoup amplifiée par rapport à celle des longueurs , 
ces pentes sont d'ailleurs indiquées par des chiffres (en milli- 
mètres par mètre). 
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points A et A' aux temps respectifs 
d'autre part H et H' les points corresf 
pl]e. Si l'on se reporte à la définition de 
que le vecteur qui représente l'accélérât 

,. MM' , 

recteur lim. — — > quand A( tend ven 

vecteur — -> lorsque 4( tend vers 0, 

la vitesse en M du point qui décrit l'hodi 
Ainsi Vaccéléralion est la vitesse d" 
graphe. 

En particulier, dans le mouvement rec 
étant une ligne droite, l'accroissement géo 
est identique à l'accroissement algébriqi 
l'accélération coïncide avec celle qui a été 
vement rectiligne. 



56. DécompoBttlon de l'accélération U 

tangenllelle et en accélération normale. - 

qui représente l'accélération au point A { 

plan défini pai 




FiK. M. 



AI s'appelle Vaccéléralion normale ou cen 

11 est aisé d'obtenir l'expression de l'ace 

au moyen de l'hodc^aphe. Supposons eu et 

par rapport à un point 0, l'hodographi 
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vecteur ■ ' ; par suite l'accélération normale est la limite du 

vecteur — — > projectioa du premier sur la normale AO. Or, si 

l'on appelle a l'angle AOA', le triangle rectangle AIBi donne , 

AI = AB, sin « = (u H- 4ti) sin «. 

D'autre part si l'on pose 

arc A A' = 4ï, 
on peut écrire 





' 1. iS 4( 




Mais 00 sait que is 


= Ra, 


en appelant R le rayon 


du cercle; 


)i>c on a 








Al _ 


OH-it) 


4. sin« 




Or si i( tend vers 0. 


, a tend 


vers 0, ainsi que J 


sin a 



a pour limite 1 et — apourlimiteu. Onadonc lim— = — . 

Nous avons vu (il6) que si u est la vitesse angulaire, on a 
u = <i>R; il en résulte que l'accélération normale est u'R; 
quanta l'accélération tangentielle, elle est égale à R"i', ou encore 
au produit du rayon par l'accéléra' ion angulaire. 

Nous allons maintenant appliquer les divers résultats qui 
précèdent à la résolution de quelques problèmes. 

38. Problème I. — Quelle est, d'après la définition de l'accé- 
iéiation, la conditi'm néi-easaire et suffisante pour que l'accéléra- 
lion d'un mouvement soit constamme-t tangente à sa trajectoire ? 

Si l'accélération est constamment tangente à la trajectoire, la 
vitesse d'un point quelconque de i'hodographe relatif à un point 
a la même direction que le rayon vecteur issu de 0. Or, il est 
aisé dé voir que si la tangente en un point M d'une ligne a 
toujours la même direction que le rayon vecteur qui va du point 
M à un point fixe 0, cette lijïne est une ligne droite. 

[(apportons en etfct la ligne à trois axes rectangulaires passant 
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considérODs les coordonnées x et y de l'un quelcon- 
le ses points comme fonction de la troisième coordon- 
n appelant x' et i/''les dérivées respectives de a; et de 
port à 2, les paramètres directeurs de la tangente à la 

point U sont proportionnels à x', t/ et 1 ; ceux du 
:teur OM étant proportionnels à x,y,z, on doit avoir, 
es deux directions sont les mêmes, 



it s'écrire, en séparant. 



:' v' ^ 

—1 — et — sont respectivement les dérivées de 

et de Li, prises par rapport à z. En désignant par La 
constantes, les formules (1) nous donnent, en remon- 
onctioDS primitives, 

I*r = Li -+- La, 

Ly = Lî + Lô, 

X = aï, y = bz, 

entent une ligne droite passant par le point 0. 
orsque l'accélération ett constamment tangente à la 
, l'kodographe relatif à un point quelconque U est une 
te passant par 0. 

'hodographe relatif à un point est mie droite passant 
vitesse du mobile a une direction constante. Autre- 
la trajectoire est une ligne dont toutes les tangentes ont 
lirection. La seule ligne qui jouit de cette propriété 
lignedroite, le mouvement est rectiligne. 
uand l'accélération est constamment tangente à la tra- 
e mouvement du point est un mouvement rectiligne. 
iroque étant évidente d'après la définition mAmede 
ion, on en conclut le théorème suivant : 
l'un mouvement soit rectiligne il faut et il suffit que la 
^accélération aient toujours la même direction. 
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SQ. Remarque. — Nous avons admis comme évidei 
tangente en un point d'une ligne a une direction coni 
ligne est une ligne droite. Il est aisé do le démontrer, 
rapportons encore la ligne à trois axes rectangulaire 
ron» les coordonnées t et 1/ de l'un quelconque di 
comme fonctions de la troisième coordonnée s, et a 
et t/ les dériTées respectives de ^r et de y par rapport 
les paramètres directeurs de la direction constante 
geote. Nous aurons, comme plus haut (58), 

^ ~ ï- — L 

abc' 

a , b 

ou 3/ = —, V = — ' 

et, en remontant aus fonctions primitives, 



j] et 9 désignant des constantes. 
Ces équations représentent une ligne droite . 

60. Problème 11. — Quelle est la condition nécessa 
santé pour que ^accélération soit constamment no 
trajectoire ? 

Il tautévidemmentet il suffit qu'elle soit perpendû 
vitesse. Il faut donc et il suflit que la vitesse d'un poii 
que H de l'hodographe relatif à un point soit n 
rayon vecteur qui va de en M. Il est facile de vo: 
ce cas l'hodographe est une courbe tracée sur la sui 
sphère de centre 0. En effet, si on rapporte la cou 
axes rectangulaires passant par 0, et si on conserve le 
du numéro précédent, on a 

X3^ -^-yy' + z = 0; 
par suite, en remontant aux fonctions primitives, 
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ce qui est Téquation d'une sphère ayant pour centre le point . 

Si en particulier Thodographe est une courbe plane, elle sera 
circulaire. 

On peut dire aussi que la condition nécessaire et suffisante 
cherchée est que l'accélération tangentielle soit nulle; par suite 
que la vitesse soit constante en grandeur puisque l'accélération 
tangentielle est égale à la dérivée de la vitesse par rapport au 
temps. 

Donc pour que l'accélération soit constamment normale à la 
trajectoire^ il faut et il suffit que la trajectoire soit parcourue 
d'un mouvement uniforme, 

61 . Problème III. — Quel est le mouvement le plus général dont 
V accélération est constamment nulle ? 

Si l'accélération est constamment nulle, l'hodographe se réduit 
à un point. Donc la vitesse du mobile est constante en grandeur, 
direction et sens. 11 en résulte que le mouvement est rectiligne 
et uniforme. 

Il est rectiligne parce que la vitesse a une direction constante, 
et il est uniforme parce que la vitesse a une grandeur cons- 
tante. 

62. Problème IV. — Trouver les conditions pour que le mouve» 
ment d'un point sur sa trajectoire soit uniforme ou varié ^ accé- 
léré ou retardé, uniformément varié, 

i«Pour que le mouvement soit uniforme, il faut évidemment 
et il suffit que la vitesse soit constante, c'est-à-dire que l'accélé- 
ration tangentielle soit nulle. Dans le cas contraire, le mouvement 
sera varié. 

2° Nous avons vu que Taccélération tangentielle est la dérivée 

delà vitesse (*) par rapport au temps. Donc le mouvement sera 

accéléré si l'accélération tangentielle est positive, retardé dans le 

cas contraire. Les réciproques sont évidentes. 

3° Enfin, pour que le mouvement soit uniformément varié, il 

(*) Il s'agit ici de la yitesse considérée en grandeur. 
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faut et il suffit que l'accélération tangentielle soit constante, 
puisque la vitesse doit être du premier degré par rapport au 



&i. Problème V. — Condition pour que le mouvement soit une 
vibration simple ou une vibration accompagnée d'un mouvement 
uniforme. 

Supposons que le mouvement soit un mouvement vibratoire 
simple défini par l'équation 

j = asin Af, 
dans laquelle s désignera l'arc de trajectoire parcouru par le 
mobile et compté à partir d'une origine fixe. En prenant la 
dérivée de s par rapport à t, on obtient la vitesse 

V = akcoskf; 
èr, en prenant une seconde fois la dérivée, on obtient l'accéléra- 
tion tangentielle 

1, = — ak* sin kl. 
On a par conséquent f, = — /^s, ce qui veut dire que l'ac- 
célération tangentielle est proportionnelle à l'espace parcouru. 
Il est facile de voir que cette condition est suflisante. En effet 
si l'on désigne par s" la dérivée seconde de s par rapport à (, 
on a par hypothèse 

s" = —k>s. 
Multiplions les deux membres par 2/ et remontons aux 
fonctions primitives ; nous obtenons 

s'' = — k's* + C, 
C désignant une constante arbitraire. On peut d'ailleurs poser 

C = A'o' 
parce que la constante doit être positive pour que la vitesse, qui 
est égale à s', soit réelle. 
Il vient ainsi 

y» = AXa'— s»), 



En remarquant que le premier membre est la dérivée de 
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remontaol de nouveau aux fonctions primitives, 



nouvelle constante arbitraire. On tire de là 

s = a sin {kt + a), 
rime qu'on a un mouvenieut vibratoire simple. 
ue le mouvement soit un mouvement vibratoire 

il suffit que l'aceéléralion iangenlielle soit pro- 
espace parcouru, pourou que le coefficient de 

toit négatif. 

que l'on peut dire aussi que la condition néces- 
e mouvement soit une vibration simple estque 
ngentielle soit elle-même une vibration simple ; 
nditiou n'est pas sufUsanle. En effet si l'accélé- 
lle est proportionnelle à sin kt ou à cos kt, en 

Tois aux fonctions primitives, on voit que le 
)u un mouvement vibratoire simple ou un tel 
impagné d'un mouvement uniforme. 



CHAPITRE IV 



HOOTEHEHT D'QM POINT RAPPORTÉ A 
ORTHOGOHAOX OU OBLIQUES 



64. Equations du mouvement et détermlnatlo 

T^li». — La position d'un point M daas l'espace ei 

défînie par ses coordonnées x,y,z relativement à 

conques C 

47). Si If 

mouveme 

des fonct 

._M qui résul 

du mouve 

ment, si r 

lions 




(*) 



Flg. 47. 



dans lesqt 

■^{t) sont des fonctions connues du temps t, à cha< 
correspond une position du point mobile ; on pet 
déferles équations (1) comme définissant complëti 
vement ; elles définissent aussi la trajectoire et | 
fixer à chaque instant la position du point sur ce 
Pour cette raison, on les appelle les équations du 
l'on appelle en général équation» du mouvement d'\ 
équation ou tout système d'équations définissant l 
les divers éléments du mouvement : vitesse, accé 
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nous verrons que les équations (1) remplissent bien ces con- 
ditions. 

65. Signification de chacune des Équations. — Chacune de 
as prises individuellement délinit d'ailleurs la projec- 
bile sur l'un des axes des coordonnées; par exemple 
iélinit la projection sur Ox, et cette projection peut 
irée à son tour comme un nouveau mobile lié au pre- 
-te que le mouvement de celui-ci résulte en quelque 
ouvements combinés de trois autres mobiles, 
^ements de ceux-ci étant rectilignes, on conçoit qu'il 
>ir avanta^ à les étudier d'abord. 

Ulcaiion de deux des équations. — Si, au Ueudecon- 
seule des équations (1), on en prenait deux, ar = f{i) 
t), par exemple, on définirait la projection du point 
les plans des coordonnées, le plan des xy dans le cas 
aouvement du point M dans l'espace peut être con- 
comme résultant des mouvements combinés de sa 
lur le plan des xy et de sa projection sur l'axe des z. 
E y avoir avantage, d'après cela, à étudier aussi le 
l de la projection du mobile sur un plan, 
te du mouvement dans l'espace au mouvement pro- 
ersement, s'opère du reste au moyen de deux propo- 
nous allons établir. 

i^me I, — Lorsqu'on projette un mobile sur un plan 
xe, la vitesse du mobile projection est la projection de 
i mobile dans l'espace. 

lion sur un plan. — Soient P {fig. 48} leplan de 
(C) la trajectoire et (C) sa projection. Soient A et B 
i du mobile sur sa trajectoire aux instants t et t -\-lt, 
irs projections. Si nous appelons M le mobile dans 
' le mobile projection, v la vitessedu première Tins- 
la vitesse du second an même instant, v et v' dési- 
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gnaiit des vecteurs, oq a, pour M = 0, 

AB 



V = lira. vect. 



v' = lira. vect. 






or, 



vect. 



A/ 



= proj. vect. 



AB 




Fig. 48. 



V = lim. vect. — j 



par conséquent, 

v' = proj. V, 

^ Projection sur un 
axe. — Projetons main- 
tenant sur un axe x'x et 
soient Ai et Bi les pro- 
jections des points A et B. 
Appelons, corame dans 
le cas précédent, v la 
vitesse du point M à 
l'instant t et vt celle du 
point Ml, projection de M 
sur x'x. On a encore 

AB 



vi = lira. vect. 



AiB, 



^ AiB, AB . 

vect. = proi. vect. — > 

Ht ^ ^ A« 

on en conclut, corame plus haut, 

vi = proj. V. 

68. Remarque. — 11 résulte de la seconde partie de la propo- 
sition que siles équations du mouvement d'un point ou de la 
trajectoire de ce point sont 

par rapport à untrièdre quelconque (Oafj/z), les composantes de 
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la vitesse suivant les arêtes de ce trièdre et à un instaot quelcon - 
que t seront 

xi = r(t), 

y', = ¥'('). 

car Xt ou /"'(') représente la vitesse de la projection du mobile 
sur l'ase Ox, et par suite, d'après ce qui précède, la compo- 
sante de la vitesse suivant le même axe. Ou voit de même que 
y,' et ï/ sont les composantes delà vitesse suivant les axes res- 
pectifs Oy et Oî- 

Si donc on appelle v la vitesse, >, p, y les angles des ases, 
supplées rectangulaires, et du vecteur qui la représente, on a 

x', = V COS ï, 

y; = t> cos p, 

z', = ucosy- 

C9. Théorème II. — Lorsqu'on projette un mobile sur un plan 
ou sur un axe, l'accélération du mobile projection est d chaque 
instant la projection de l'ac- 
célération du mobile dans l'es- 
B' pace. 

Soient, en effet, A et A' 
Ifig. 49) deux positions infîni- 
"B, ment voisines d'un mobile sur 

sa trajectoire ; menons les vec- 
teurs AB et A'B' qui représen- 
Fig- *y tentses vitesses respectives en 

A et en A' et soit AB| le vec- 
teur égal à A'B' mené par A. Par définition, l'accélération 
du mobile en A est la vitesse du point Bi quand le point A' se 
rapproche indéliniment du point A ; la proposition résulte alors 
du théorème I. 

70. Remarque. — Il suit de là que si 

^ = AO. y = ?('). ï = W) ■ 
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sont les équations de la trajectoire, les projections di " 
tion sur les ases, c'est-à-dire ses composantes suivai 
sont 

Faisons quelques applications. 

71 . Application I. — Chercher le mouvemeni le f 
à accélération nulle. 

Remarquons pour cela que l'accélération étant nulli 
de même de chacune de ses projections sur les trois a: 
données, supposés d'ailleurs quelconques. On aura p 

x', = 0, yf = 0, i; = ; 

et, en remontant deux fois aux fonctions primitives, 
X = al -*-i„, 

ï = ci-f-ij. 
Si on élimine t on obtient les équations de la trajecU 



Le mouvement cherché est donc un mouvement r 
est de plus uniforme, puisque les composantes de la i 

' t', = a, y! = 6, l'i = c, 

de sorte que la vitesse est constante en grandeur, (. 
•ens. 

72. Appllcallon II. — Etudier le mouvement d'un 
que let projecliont de ce mouvement sur trois axes sont 

S'il en est ainsi, on a évidemment 

xi = », y'i = 1), z'i = c, 

a, b, c désignant les vitesses respectives des mouve 
vant Ox, Oy et Os. 

On en déduit 

x", = y", = t', = 
et on est ramené au problème précédent. 

Le mouvement étudié est donc rectiligne et uniforn 
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73 . Application III. — Etudier le mouvement d'un point quand 
les projections sur deux axes sont uniformes^ la projection sur le 
troisième étant uniformément variée. 

Supposons que les projections sur Ox et sur Uy soient uni- 
formes, et que la projection sur Oz soit uniformément variée. 
Les équations du mouvement seront alors de la forme 

(i) X = Xq -¥- OLt^ 

(2) ,/=yo-^-P^ 

1 

(3) z = Zo + vi-^-j-^tK 

L'élimination de t entre les équations (1) et (2) donne 

donc la trajectoire est une courbe plane située dans le plan repré- 
senté par réquation (i), c'est-à-dire dans un plan parallèle à Oz. 
De même Télimination dé t entre (1) et (3) donne l'équation 

(5) , = ,,+„5rfi+|^(^jz^, 

qui présente un cylindre parabolique ayant pour base la para- 
bole représentée par Téquation (S) et par l'équation y = 0, et 
dont les génératrices sont parallèles à Oj/. Ainsi la trajectoire est 
une parabole située dans le plan représenté par Téquation (4), 
parabole qui est représentée elle-même par les équations simul; 
tanées (4) et(5). 

On voit immédiatement que l'accélération du mouvement est 
parallèle à Oz et représentée par y en grandeur, direction et 
sens. En effet les équations (i), {i) et (3) nous montrent que les 
composantes de l'accélération suivant les trois axes sont 

xl = 0, t/: = 0, z!==\. 

74. Application IV. — Vibrations elliptiques formées de deux 
vibrations simples rectangulaires. 

Gomme dernière application, proposons-nous d'étudier le mou^ 
vement d'un point sur un plan, sachant que les équations de ce 
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mouvement rapporté à deux ases rectangulaires de ce plan sont 

X = a cos kt, 

y = bsia kl. 
La première représente un mouvement vibratoire simple sui 
Ox et la deuxième représente un mouvement vibratoire sii 
suivant Otf ; de sorte que l'on peut considérer le raouvei 
comme formé de deux vibrations simples rectangulaires. 

Si l'on élimine ( entre les deux équations, on obtient l'é 
tion d'une ellipse 

a* 0* 
rapportée à ses deux axes [fig. 80). Le mouvement est donc ( 
tique, et on l 'appelle, pour cette raison, un mouremenl vibra 
elliptique, ou encore une vibrution elliptique. 

Les composantes de la vitesse suivant Ox et suivant Oy 

respectivement — aksinkt et bkcoskl. Si donc, pour 

les idées, on suppc 

et b positifs le mi 

ment suivant Ox s'< 

tue dans le sens m 

quand t part de 0, 

s'etfectue dans le 

positif suivant Oif 

les mêmes coadii 

Par conséquent, si 

trajectoire, le mi 

ment s'effectue de ( 

à gauche par rapp 

un observateur placé debout, au point 0, sur le plan xOt/ 

Le carré de la vitesse en un point quelconque M este 

par la formule 

tj' — /:'[a* sinï kt ■+- 6' cos* kt]. 
Or la quantité entre crochets représente le carré du demi 
mètre OM' conjugué de OM dans l'ellipse trajectoire. Si l'or 




Fig. 50. 
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OM=:J', on a 



et 



v2 = ]i?b'^ 

w = dz kb\ 

Ainsi» en chaque point de Tellipse, la vitesse du mobile est pro- 
portionnelle à la longueur du diamètre conjugué de celui qui 
aboutit en ce point. 

De plus elle est parallèle à ce diamètre conjugué. 

Étudions maintenant l'accélération. Ses composantes suivant 
Ox et suivant Oy sont respectivement 

— aA« cos kt et — hk^ sin kt, 

puisqu'elles sont les dérivées respectives des composantes de la 
vitesse suivant les mêmes axes. La comparaison avec les équa- 
tions du mouvement nous montre qu'elles sont égales respecti- 
vement à 

— A*a? et — ft^y. 

Mais — ar et — y sont les projections du vecteur MO sur 
les axes respectifs Oor et Oj/ ; donc l'accélération est dirigée sui- 
vant le vecteur MO et est égale à A:«MO, c'est-à-dire qu'elle est 
proportionnelle au rayon vecteur qui va du centre de l'ellipse au 
mobile. 

Supposons en particulier que 6 = a ; alors Tellipse devient 
uu cercle et on a xm^vibralion circulaire. L'accélération est pro- 
portionnelle au rayon du cercle et dirigée vers son centre. Enfin 
la vitesse est constante et le mouvement sur le cercle est uni- 
forme. 

Enfin, on peut supposer que les équations du mouvement 

sont 

X = aco^kt-^-x^^ 

y = bcoskt-h j/q. 

On a encore un mouvement qui résulte de deux mouvements vi- 
bratoires simples rectangulaires. Seulement la trajectoire est une 
ligne droite représentée par l'équation 

x — Xq y—yo 

a b 
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De plus si on appelle p la distance variaUedu poin 
nées (xo, yà) au mobile, on a. 

p' = (a; — x,)* + (y — y,)* = (a* + 6") cof 
en supposant bien entendu les coordonnées rectai 
en déduit 

p = zt^a'-4-6'coBft/, 
ce qui montre que le mouvement est une vibration 
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1. Deux mobiles se déplacent sur deux axes 

Ole et Oy avec des vitesses v et v' ; ils sont en 

A et en B à l'origine da temps. Trouver leur 

distance à l'instant t et le minimum de celle 

' distance. 

obiles doDt les mouvements sont uniformes se dépla- 
cent, avec des vitesses v et v', l'un sur Oa-, 
l'autre à partir d'un point A ; trouver quelle 
doit être la direction de celui-ci pour que les 
deuï mobiles se rencontrent. 

Qtre a trois aiguilles. Quand celle des secondes est-elle 
e l'angle des deux autres ? 

le de rayon R se meut et son centre décrit une droite 
UN avec la vitesse constante 

»<r /^"^L /— ^ "! '1 touche en A, a, <i', A' 

-~y ( y'x ' ) — Ï5 "" *=ercle fixe de rayon ic, et 

^— ^ aV-^ l'on donne les durées 2( et ai* 

entre les contacts extérieurs 
et intérieurs. Calculer: l" le 

cercle fixe ; 2° la distance du centre de ce cercle à MN ; 

1 des points de contact sur chacun des cercles. 

5. On donne un cercle et un point P à 

^ la distance y du point 0, dans le plan du 

cercle. Une droite MN tourne dans ce plan, 

autour du point P, avec une vitesse angulaire 

(u et touche le cercle aux points A, a, a'. A'. 

yii On connaît u), les durées 2( et 2i' entre les 

y' contacts extérieurs A et A' et les contacts 

intérieurs a et a, enfin la distance d du 

point F h Hft, et l'on demande de calculer : 

1° le rayon x du cercle 0; 3° la distance y ; 

3° les positions des points de contact sur la 

ur le cercle. 
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6. Un point qui décrit la parabole y^ — 2pa! = passe au som- 
met à rinstant initial et avec la vitesse a. Sachant qu*à chaque 
instant son accélération est parallèle à Taxe Ox, calculer la vitesse 
et l'accélération de ce mobile. 

« 

7. Deux mouvements uniformément variés sur deux droites Ox 
et Oy sont définis par les formules 

1 1 

a? = t?o« -h -g Y'^ y = v'qî -h Y Y't2. 

Montrer qu'on peut choisir deux axes tels que les projections du 
mouvement résultant sur ces deux axes soient Tun uniforme, l'autre 

défini par ^ = -«■ ï"'* • 

8. Trois mobiles égaux se déplacent sur les côtés d'un triangle 
ABC, dans le sens indiqué par l'ordre alphabétique des lettres, et 
avec des vitesses constantes proportionnelles aux côtés; prouver 
que leur centre de gravité reste fixe. 

9. Un segment rectiligne ÂB de longueur constante a glisse par 
ses extrémités sur deux axes rectangulaires Ox, Oy, Le mouvement 

de A est défini par OA = /^ ^ ; quelle est la loi du mouve- 

1 "T" * 

ment de B ? A quelle époque les vitesses de ces deux points sont- 
elles égales? 

40. Trouver le mouvement résultant de deux mouvements recti- 
lignes sur Oa: et sur Oy définis par les formules 

X =: at^, y = bt^, 

il. Une machine Morin a un rayon R et une hauteur h. Quelle 
doit être la vitesse angulaire de rotation du cylindre pour que le 
poids arrive juste sur la génératrice de départ? 

12. Un mobile quitte en un point A un wagon en mouvement 
uniforme et tombe en un point B. Connaissant la vitesse du wagon, 
trouver la distance horizontale des deux points A et B, en suppo- 
sant que la vitesse initiale propre du mobile, quand il quitte le 
point A, soit nulle. 

13. Un mobile non pesant se meut perpendiculairement à un wa- 
gon qui se déplace d'un mouvement uniforme. Le mobile est aussi 

MéCAN. (CBNTR.) ' 6 



i d'un mouvemenl uniforme el traverse le wagon en deux 
nnait la vitesse du wagon et sa hauteur, et 
ver la vitesse du mobile. 

rne autour d'ua axe vertical avec une vitesse 
aire donnée i». Un mobile décrit une verti- 
.vec laquelle viennent coïncider successive- 
les génératrices du cylindre ; ce mobile, dont 
uvemenL est supposé uniforme, est en A sur 
e supérieure b un instant donné et rencontre 
p. inférieure quand le point A e!>t venu en B 
lite de la rotation du cylindre. Trouver la vi- 
le ce mobile connaissant le rayon et la hau- 
u cylindre. 

Ou lance deux mobiles pesants d'un même 
suivant la verticale de ce point, b secondes 

) vitesses a et A ; on sait que les mouvements 
ont uniformément retardés et l'on propose de 
ils se rencontreut et l'époque de leur ren- 



} haut un mobile pesant qui rencontre un 
la vitesse angulaire <•>, et le perce en deux 
1 montant, l'autre en descendant. Connais- 
ns dii cercle qui aboutissent en A el en A', 
iale du mobile. 

ni est lancé verticalement de bas en haut, 
n point A. Un second mobile part en même 
temps d'un point B, sans vitesse initiale, et 
décrit d'un mouvement uniformément varié, 
d'accélération -j, l'horizontale qui passe par 
le point B dans le plan vertical des deux 
points A et B. On couoait en outre la dis- 
tance verticale des deux points A et B. 

<° Déterminer ^ par la condition que les 
tntrent. 

irla condition que le second mobile arrive en 
le de B par rapport à la verticale du point A, 
■evenii au point A. 
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18. On laDce verticale ment un point pesant dans le vide, de bas 
en haut, d'un point A et avec une vitesse v, puis on ima- 
gine un second mobile partant d'un point B, h iOO mètres 
au-dessous du point A, sur la même verticale et se diri- 
geant vers le premier d'un mouvement uniforme avec la 
vitesse a. LeN deux mobiles partent au mâme instant. A 
quelle distance de B et k quel moment les deux mobiles 
se rencontreront-ils 7 Dire si la rencontre a lieu pendant 
le mouvement ascendant du premier mobile ou pendant 

son mouvement descendant et, dans ce cas, fixer, par 
rapporta A et A 6, le point de rencontre. 

19. Etudier le mouvement rcctiligne dans lequel la loi de l'espace 
est représentée par la relation e = (i — 1)= -|- J, depuis l'origine 
des temps jusqu'au temps 1 = 3. 

20. Un point M décrit une ellipse ; sacbant que le rayon vecteur 
issu d'un foyer balaye des aires proportionnelles aux temps, cons- 
truire la courbe indicatrice des vitesses. 

21. Un point H décrit une circonférence suivant la loi 

sine = o(-t-6, 
6 étant l'angle du rayon OM avec un rayon initial Oir. 
!• Construire la courbe indicatrice des vitesses ; 
%" Démontrer que l'accélération est constamment parallèle h. Ox. 
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CHAPITRE I 



PRINCIPES DE LA DYNAMIQUE DD POINT 
COMPOSITION ET EQUILIBRE DES FORCES APPLIQ 
A UN POINT 



76. Point nia(érl«l. — Un point matériel est, con 
l'avons déjà vu, une particule de matière très petite, 
assimile à un point. Théoriquement, c'est un point en 
la matière serait condensée, ou plutôt, comme ceci ne 
pas, c'est un point affecté d'un coefUcient numérique 
tant une certaine quantité de matière. Nous allons vo 
ce qu'il faut entendre par ce coefficient numérique. 

On dit qu'un point matériel est /i6r-e quand il peut s< 
dans toutes les directions de l'espace; on dit qu'il est ; 
le cas contraire. Un point matériel assujetti à demeun 
ligne ou sur une surface lixes est un point gêné. 

Dans la physique actuelle, on envisage les corps con 
composés de molécules ou d'atomes; chacun de cesél^ 
assimilé à un point matériel au point de vue mécaniqi 

Chaque corps sera donc envisagé comme étant un a; 
assemblage de points matériels. Les corps solides seroi 
tèmes de ce genre absolument rigides et indéformables 

Une pareille hypothèse est en contradiction avec l'ei 
Elle ne peut donc conduire qu'à une certaine appn 
dans l'étude des phénomènes mécaniques. Nous vem 
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ains d'entre eus il est nécessaire de l'abaDdonner 
les propriétés des corps naturels qui soutenoppo* 

m corps solide est lUre quand il peut prendre 
itiODS dans l'espace; dans le cas contraire, on dit 
>u soumis à des liaisons. 
auxquelles on peut soumettre un corps solide 
s diverses. Ou peut par exemple l'assujettiràavoir 
eux points Axes. Dans le premier cas, on astreint 
du corps à demeurer sur la surface d'une sphère 
Dtre le point lixe ; dans le second cas, on astreint 
Il décrire une circonférence, et toutes ces circon- 
urs centres sur ta droite qui joint les deux points 

tonte liaison imposée à un corps solide est une 
restreint tous les mouvements possibles de ce 



— On admet comme évident qu'uu point maté- 
i-mème, c'est-à-dire qui n'est soumis à aucune 
n repos s'il est primitivement en repos, ou est 
ouvement rectiligne et uniforme quand il a été 
lent avant l'instant considéré. 

partie de ce principe a été connue et admise de 

seconde a été énoncée par Kepler, reprise et com- 

icartes. 

que si un point matériel est animé d'un mouve- 

ue pourvu d'accélération, ce point est soumis à 

ition provenant des autres corps. 

- Cette action qui modifie l'état de repos d'un 
>u bien la vitesse du mouvement dont il estanimé, 
force. L'origine des forces n'est pas exactement 
doivent être envisagées comme de pures concep- 
s. 

dans une force trois éléments dont la conception 
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s'impose : le point d'application, la direction et Vinlemilé. Le 
point d'application d'une force est le point matériel qu'die 
actionne; la direction est représentée par une demi-droite issue 
de ce point et qui donne le sens dans lequel agit la force; l'in- 
tensité est représentée par une longueur portée par cette demi- 
droite. Finalement une force est représentée complètement par 
un vecteur ayant pour origine le point matériel envisagé. 

78. Force et accélération. — D'après le principe d'inertie, 
nous voyons que si une force agit sur un point matériel, son 
effet direct est de produire une accélération. Nous concevcms 
sans peine que, pour un point matériel donné, l'accélération 
produite est d'autant plus grande que la force est plus grande 
aussi; nous concevons aussi que cette accélération, qui corres- 
pond à une force donnée, est d'autant moindre que la quantité 
de matière réunie au point matériel est plus grande, ou, autre- 
ment, que si l'on veut produire sur divers points matériels la 
même accélération, il faudra faire varier l'intensité de la force 
dans le même sens que les quantités de matière condensées en 
chacun d'eux. 

Toutes ces remarques ont conduit à admettre que la force est 
égale au produit de l'accélération par un nombre fixe pour 
chaque point matériel et qui con-espondra à la quantité de ma- 
tière qu'il contient. Cette constante spécifique du point se 
nomme la masse de ce point; c'est un facteur absolu ou 
positif. 

Dès lors le recteur qui représente une force a même direction 
et même sens que celui qui représente l'accélération qu'elle 
imprime à un point matériel donné, et le nombre qui mesure 
sa longueur est égal au produit du nombre qui mesure la lon- 
gueur de l'accélération par celui qui représente la masse du 
point matériel soumis à l'action de la force. Numériquement, 
si on désigne par F et y les nombres qui mesurent les deux 
longueurs signalées et par m la masse du point matériel envi- 
sagé, on a 

F = mv. 
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Là convention que nous venons de faire et dont nous avons 
essayé d'expliquer Torigine, est fondamentale en mécanique 



79. Principe de l'indépendance des effets des forces. — Lors- 
que plusieurs forces agissent simultanément sur un même point 
matériel libre, on admet que chacune d'elles agit comme si elle 
était seule et que le point soit au repos. Ce principe est connu 
sôus le nom de principe de l'indépendance des effets des forces. 
Il signifie que si une force agit sur un point matériel libre, son 
effet est indépendant à la fois du mouvement antérieurement 
acquis et des autres forces qui agissent simultanément sur le 
point. Mais nous allons expliquer plus longuement ce qu'il faut 
entendre par là. 

Pour cela supposons d'abord qu'un mobile soit en M à l'ins- 
tant t (fig. 51), que sa vitesse soit V, et qu'en faisant agir sur 

lui une force F pendant le temps M 
il passe de la position M à la position 
M' en décrivant un arc de courbe MM'. 
^ Si aucune force n'agissait sur le mobile 

au moment où il passe en M, en vertu 
du principe de l'inertie, le mobile se 
déplacerait suivant la vitesse MV tan- 
gente en M à l'arc MM' et parcourrait, 
pendant le temps a^ l'espace 

^^^' ^** d'un mouvement uniforme. D'autre part 

si le mobile partait de M sans vitesse 
initiale et simplement sous l'action delà force F, il parcourrait 
un chemin MMj. Le principe de l'indépendance des effets des 
forces, dans ce cas, signifie que MM' est la somme géométrique 
de MMi et de MM 3. 

Supposons maintenant que, au moment où le mobile passe en 
M on fasse agir simultanément plusieurs forces Fi, F,, . . . , F„, 
qui lui font encore décrire l'arc MM' pendant le temps ^t. 

Appelons, comme plus haut, Mi la position qu'ir occupe- 
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rait au bout du temps M s'il se déplaçait en vertu de la vitesse 

V suivant la tangente en M à Tare 
MM' {fig. 52). Appelons de même Ai, 
A2, ... 5 An les positions qu'il occupe- 
rait au bout du même temps s'il partait 
du repos et sous les actions séparées de 
Fi, Ft, . . . Fn. Dans ce cas, le principe 
de l'indépendance des effets des forces 
signifie que la corde MM' est la somme 
géométrique de MMi, MAj, . • . , MAn. 
Nous allons voir de suite une âppli- 




A, 

Fig. 52. 

<^tion importante de ce principe. 



80. Composition des forces appliquées à un point matériel. 
— Supposons que plusieurs forces Fi, Fs, . . . , F» agissant sépa- 
rément sur un point matériel A de masse m, partant du repos 
ou animé d'une vitesse initiale lui communiquent au bout du 
temps t les accélérations respectives Yu Y»? •••»> représen- 
tées par les vecteurs AAi, AA2, . . ., AA» {fig. 53). Soit y l'^ic- 
célération communiquée au bout du même temps au même 
point matériel par toutes ces forces agissant simultanément, soit 
que le point matériel parte du repos, soit qu'il soit animé d'une 

vitesse initiale. En vertu du principe 
de rindépendance des effets des 
forces, l'accélération y sera repré- 
sentée par un vecteur égal à la somme 
géométrique des vecteurs AAi, AAj, 
. . . , AAn. Soit AB ce vecteur. 

Si nous multiplions les vecteurs 
AAi, AAt, ..., AA„par m, nous obte- 
nons de nouveaux vecteurs AA/, 
AA2', . . . , AA„', que l'on peut com- 
poser en suivant le même ordre que pour composer les vecteurs 
correspondants AAi, AAj, . . ., AA„. Les deux polygones des 
vecteurs ainsi obtenus, en composant AAi, AA,, . . . , AA„, d'une 
part, AAi', AA2', . .., AA„' d'autre part» sont évidemment 




Fig. 53. 
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homothétiques par rapport au point A avec le rapport d'hotno- 
thétie m. Il en résulte que la somme géométrique des nou^ 
veaux vecteurs a la même direction et le même sens que ÂB et 
«st égale à m.AB. Soit AB' le vecteur qui représente cette 
somme géométrique. En vertu de l'égalité fondamentale 
F = my, les vecteurs AAi', AAa', . . ., AAn'» AB' représentent 
les forces qui communiquent au point matériel les accélérations 
respectives Yi, y», . . . , yn, y. Donc la force représentée par AB' 
communique au point matériel la même accélération que les 
forces Fi, Fs, . . . , Fn réunies. On l'appelle, pour cette raison, la 
résultante des forces Fi, Fa, . . . , F„, et Ton appelle composition 
des forces l'opération qui a pour objet d'en déterminer la résul- 
tante. L'opération inverse, consistant à trouver des forces ayant 
une résultante donnée^ s'appelle la décomposition des forces. 
Dans tous les cas, si R est la résultante de plusieurs forces 
Fi, Fj, . . . , Fn, celles-ci sont dites les composantes de R. 

Nous admettrons d*ailleurs qu'en toute circonstance, la résul- 
tante de plusieurs forces produit le même effet que toutes ces 
forces agissant simultanément, et pour l'obtenir nous pouvons, 
d'après ce que nous venons de voir, énoncer la règle suivante : 

Pour composer plusieurs forces appliquées au même point on 
fait la somme géométrique des vecteurs qui représentent ces forces, 

81. Polygone et parallélogramme des forces. — Le polygone 
des vecteurs que l'on est amené à construire en appliquant cette 
règle prend le nom de polygone des forces. 

Dans le cas particulier de deux forces^ on peut dire que la 
résultante est ta diagonale du parallélogramme construit sur ces 
deux forces. On a alors la règle du parallélogramme de^ forces. 

On peut évidemment établir directement la règle du parallé- 
logramme des forces comme on a établi celle du polygone des 
forces. Cela fait, pour composer plusieurs forces Fi, Ft, . . ., F„, on 
pourra composer Fi avec F2, puis la résultante obtenue avec F3, 
et ainsi de suite jusqu'à F;,, ce qui permet, inversement, de 
s'élever de la règle du parallélogramme des forces à celle du 
polygone des forces. . 
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Lorsque toutes les forces qui agissent sur un point sont diri- 
gées suivant la même droite, il y a lieu de fixer sur cette droite 
un sens positif et un sens négatif, et d'affecter les mesures des 
vecteurs représentatifs des forces du signe -+- ou du signe — 
suivant que les forces correspondantes agissent dans le sens 
positif ou dans le sens négatif. La somme géométrique de tous 
ces vecteurs est alors identique à leur somme algébrique. 

Donc, la résultante de plusieurs forces appliquées au même 
point et agissant suivant la même droite est égale à la somme 
algébrique des composantes. 

82. Parallélépipède des forces. — Considérons en particulier 

trois forces OA, OB, OC {fig. 54) formant 

-^ un trièdre et construisons le parallélépipède 

/ j dont OA, OB, OC sont les arêtes. Dans ce 

I parallélépipède, Tarête AD est égale et 

■^A parallèle à OB ; de même DR est égale et 

parallèle à OC. Donc la résultante de trois 

B D forces formant un trièdre est la diagonale du 

Fig. 54. parallélépipède construit sur ces trois 

forces. 
De là le nom de règle du parallélépipède des forces. 

83. Théorème.— Le carré de la résultante de deux forces est 
égal à la somme des cannés des composantes, augmentée du dou- 
ble produit de ces forces par le cosi- 

yf '--^^;^^ ui^, ^g V angle formé par leurs direc- 

/ ^^.r^-^"^^^ / tions. 

^ /-^'^'^^^ ^ / Posons [fig. 85) : ' 

^ OA = P, OB = Q, OC^R; 

^*8- *'• il s'agit de prouver que Ton a 

R2 = F» H- Q2 H- 2PQ cos AOB. 
On a en effet, dans le triangle AOC, 

ÔG' = ÔÂ' + ÂC' - 2AG . OA cos OAC, 
et, en remarquant que cos AOC = — cos AOB, il vient 
(1 ) R« = P* -i- Q2 + 2PQ cos AOB. 

On retrouve la résultante de deux forces agissant suivant la 
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.même droite en supposant que AOB est ég&l à zéro ou à 180°, 
car, dans le premier cas, cos AOB = 1, et par suite 

R»=(P + Q)'; 
d'où R = P M- Q. 

De même, dans le second cas, cos AOB = — 1 ; par suite si 
ronaP>Q, 

R' = (P-Or; 
R = P- Q. 

— Si R ett la résultante de deux forcet P et Q, 
ù forcet est proportionnelle au sinus de l'angle 
X autres. 
lans le triangle OAC, 

JA AC _ OC . 

DCA ~ sin AOG ~ sin OAC ' 



in(Q,R) 8in(R, P) sin (P, Q) 

; Forces rectangulaires. — Supposons les deux 
forces P et Q rectangulaires {fig. 56), et 
appelons a l'angle de la force P avec la 
résultante R. On a immédiatement 

P = R cos a, 

Q = R sin a, 

P' + Q* = R». 

Q 

sm« = |, t«,= ^, 

mettent de calculer P et Q en fonction de R 
lement. 

lion des forces.— La décomposition d'une force 
?es est un problème en général indéterminé, 
r ce problème dans quelques cas simples oii il 

mposer une force OC en deux autres dont on 
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Fig. 57. 



donne les directions Ox et Oy . La force OC doit être la diago- 

naledu parallélogramme construit 
sur les deux forces cherchées. Le 
problème se ramène donc à cons- 
truire un parallélogramme con- 
naissant la diagonale et les direc- 
tions des côtés. En menant du 
point G les parallèles respectives 
CA et CB à Oy et à Ox {fig. 57). 
on obtient les composantes cherchées OÂ et OB. Le calcul de 
ces deux forces est identique à la résolution du triangle OAC 
dans lequel on connaît un côté OC et les angles. 

2* Soit à décomposer OC en deux autres forces connaissant 
Vune d'elles y OA. En construisant le parallélogramme dont OC 
est la diagonale et OA un côté, on a immédiatement la force 
inconnue OB = AC. 

Le calcul de cette force est identique au calcul du troisième 
côté d'un triangle dont on connaît deux côtés et Tangle compris. 
On peut dire, d'une manière générale, qu'à tout cas de cons- 
truction ou de résolution d'un triangle, il correspond un cas de 
décomposition d'une force en deux autres. 

3® Soit enfin à décomposer une 
force OD en trois autres dirigées 
suivant les arêtes d*un trièdre Oo?, 
Oy, Oz. 

La force OD [fig. 68) devant 
être la diagonale du parallélépi- 
pède construit sur les compo- 
santes, on obtiendra ces forces en 
menant par le point D les plans 
parallèles aux forces du trièdre. 
On peut dire d'ailleurs que ces 
trois forces OA, OB, OC, sont les projections de OD sur les trois 
axes Oar, Oy, Oz, la projection sur chaque axe étant faite parallè- 
lement au plan des deux autres, ce qui résulte d'ailleurs des 
propriétés des sommes géométriques de vecteurs. 




Fig. 58. 
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87. Pro|ecllon d« la râsultante sur un axe on sur un plan.— 
Puisque la résultante d'un système de forces appliquées au 
même point est la somme géométrique des composantes, on 
peut appliquer à la résultante les propriétés des sommes géo- 
~X4.!„.,~« j« ■■"'■teurs. Doue : 

I sur unaxe queUnngue, parallèlement à un plan 
1 résultante d'un système de forces appliquées 
U égale à la somme algébrique des projections 

projp.tte plusieuvs forces appliquées au même 
liante sur un plan P, la projection de la résul- 
te géométrique des projections des composantes. 
e si l'on appelle Fi, Fi,. . ., F„ plusieurs forces 
tme point et B leur résultante, on a, en proje- 
[uelconque, 

pr. R = S pr. F(. 
iporte les forces à trois axes quelconques Ox, 
appelle X,> Y,, Zjles composantes de la force F, 
it X, Y, Z celles de la force F, on a les trois for- 

. = SXi, Y = SY;, Z = SZ,. 

itlou analytique de la résultante. — Propo- 
ès cela, de calculer les éléments qui définis- 
;e R d'un système de forces F,, Fj,..., F„, 
appliquées au même point 0. A cet 
effet, imaginons que l'on ait mené par 
le point trois ases formant un trièdre 
trirectangle, et fixons un sens positif 
^ sur chacun d'eux (fig. 59). Appelons 
X, Y, Z les projections orthogonales de 
la résultante sur ces trois axes respec- 
tifs, 0, p, Y les angles qu'elle fait res- 
pectivement avec Oa;, Oy et Oï. Appe- 
:> Z,, a, ^i, yi les éléments analogues à X, Y, Z, 
l'une quelconque des forces, à la force Fj par 
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exemple. On a évidemment 

Xi = F,- C08 «i, 

X = R COB », 

et des espressiODs analogues pour ¥< et Zf d'une part, Y et Z 

de l'autre. On en conclut, comme nous venons de le voir, 

X = SXi= SFjCOsoi, 

y = SY, = SF.cosPi, 

Z = SZi = SF(COf'Yi. 

Les composantes X, Y, Z delarésultanteétantaiasidéâuîes, 

des relations 

X = R COS a, Y = R COSP, Z = R COS T, 

on déduit successivement 

R» = X'-i-Y» + Z«, 



cosy = 



Ces formules délînissent la résultante et les angles qu'elle fait 
avec les axes. On peut en réduire le nombre quand les forces 
sont situées dans le même plan ; il suffît de supposer pour cela 
que les axes Ox et Oy soient situés dans ce plan. En remarquant 

alors que f*i = â — «i. que P = -5 «. et enfin que 

Z = Zi = 0, on obtient 

X = 2FiCOS«;, 

Y = SF.sina;; 
d'Où l'on tire R' = X'-+-Y'. 



89. CoDdIiloDs d'équilibre d'uD point matériel libre. — On 
dit que plusieurs forces appliquées au même point se font équi- 
libre quand leur résultante est nulle. Il e^t clair que si un tel sys- 
tème de forces est appliqué à un point matériel au repos, ce 
point ne cesse pas d'être au repos ; de même s'il est appliqué à 
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un point en mouTement la loi du mouvement n'est pas altérée 
en vertu du principe de l'indépendance des effets des forces. 
Supposons, d'après cela, qu'un point matériel libre soit sou- 
ieurs forces Fi, Fj, . . ., F„. Rapportons le 
uelconques formant un trièdre et appelons, 
le, X„ Yi, Zj les composantes de la force F,. 
t en équilibre il faut et il suffit que la pro- 
ite sur chacun des axes soit nulle. Comme 
isultante ÊSt la somme algébrique des pro< 
ites, l'équilibre du point sera exprimé par 

SY, = 0, SZi = 0. 



CHAPITRE II 



COHPOSITION DES FORCES CONCOORAKTES OU PAI 
APPLIQUÉES A UN CORPS SOLIDE 



90. Équilibre d'nn eyatème de forces appliquées & 
solide. — Nous avons vu que si plusieurs forces appl 
même point matériel se font équilibre, l'état de repo: 
du mouvement de ce point ne sont pas modiliés par I 
tion ou par la suppression de toutes ces forces. On est i 
duit à étudier des systèmes de forces appliquées à un ce 
et jouissant delà même propriété, c'est-à-dire tels qi 
duction ou la suppression d'un pareil système de foret 
pas l'état de repos ou la loi du mouvement de ce corp 
système de forces sera dit en équilibre sur le corps. 

La statique, dont nous allons maintenant nous o< 
pour objet l'étude des forces appliquées à un corps soli 
elles se font équilibre. 

91. Systèmes de forces équlvaleuts. — De la défini 
système en équilibre il résulte immédiatement que si 

tèmes de forces, P et Q, sont équilibrés par un IrotsièvK 
R, on peut tes remplacer l'un par l'autre. 

Imaginons en effet que les forces du système P, par 
agissent seules sur un corps. L'état de ce corps, au poi 
du mouvement ou du repos, ne sera pas modilié par i' 
tion des forces des deux systèmes Q et R qui constituer 
tème de forces en équilibre ; mais, pour la même rais 
du corps n'est pas modifié par la suppression des force: 
tèmes P et R. 

MlClkl. (CCNTR.) 
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Il ne reste donc plus que le système Q qui peut remplacer le 
système P. 

D'après cela, on ditque deux systèmes de forces sont ^^uicd /en» 
diiand ils npiivpnl. Pire équilibrés par un même troisième. 

orps solide, on a surtout en vuelesopéra- 
le remplacer un système de forces par un 
quand ce système équivalent est consti- 
ue, OD l'appelle la résultante des forces du 
ystème des forces appliquées à un corps 
rement une résultante. 

nental..— Nous admettrons comme un 
ience que deux forces appliquée! en deux 
■ortque ne peuvent se faire équilibre que si 
:tement opposées. 

ifiit évidemment pas pour que les deux 
»re. 

I fil ou, plus généralement, un corps élas- 
deux sens opposés, lecorps n'est pas en 
ifTorts exercés dans les deux sens soient de 
nent on constate dans le corps une défor- 
rande que l'efTort est plus considérable, et 
i l'efrort dépasse la limite d'élasticité du 
mt plus ou moins élastiques, 
nettrons dans tout ce qui va suivre que 
ont assez rigides pour qu'il n'y ait pas 
déformation soit négligeable. Nous ad- 
rmes que les corps sont des corps solides 
1 délinis plus haut, de sorte que la condi- 
nte, et nous pourrons énoncer le principe 
nental : 

es appliquées en deux points quelconques 
isent équilibre, H faut et il suffit qu'elles 
lent opposées. 
ences immédiates et importantes de ce 
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93. Théorème. — On peut transporter une forcé en un point 
quelconque, de sa direction, pourvu que ce point soit invariable^ 
ment lié au premier, cest-à-dire pourvu que les deux points d'ap- 
plication, le nouveau et l'ancien, fassent partie du même corps 
solide. 

Soient en effet F une force appliquée en un point A d'un 

corps solide, et B un autre 
point du corps, situé sur la 
droite indéfinie AF {fig. 60). 
On ne change pas l'état du 
F»g- ^^' corps en appliquant au point B 

les deux forces BFi et BF'i, égales et opposées et de même 
intensité que F. Mais on ne change pas davantage Tétat du 
corps en supprimant les deux forces AF et BF'i, qui se font 
équilibre en vertu du principe fondamental énoncé au n* 92, Il 
ne reste donc plus alors que la force BFi, c'est-à-dire la force F 
dont le point d'application a été transporté au point B ; ce qui 
démontre la proposition. 

94. Théorème. — Réciproquement^ si une force P appliquée 
en un point A d'un corps solide peut être remplacée par une 
force Q appliquée en un point B du même corps, les deux forces 
P et Q sont égales, de même sens et appliquées suivant la même 
droite. 

Imaginons en effet un corps solide soumis à l'action d'une 
force P appliquée en un point A de ce corps (fig. 61) et, au 

point B du môme corps, appliquons 

les deux forces égales et opposées Q et 

Q' : l'état du corps ne sera pas changé. 

Mais puisque Q peut remplacer P, Q', 

qui fait équilibre à Q par définition, fait 

aussi équilible à P. Donc en vertu du 

principe (92) , Q' et P sont égales et direc- 

*^' tement opposées, et, par suite, P et Q 

sont égales, de môme sens et dirigées suivant la même droite. 

Il n'y a pas lieu, d'après cela, de considérer comme distinctes 
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deux forces égales et de même sens, agissant suivant la même 
droite. 

95. Composition et équilibre des forces concourantes appli- 
quées à un corps solide. — Il suit évidemment des propositions 
précédentes que si plusieurs forces appliquées à un corps solide 
sont concourantes, on peut transporter leurs points d'application 
au point de concours, pourvu qu'on suppose ce point invaria- 
blement lié au corps. Dès lors tout se passe comme si le corps 
était réduit à ce point, et les forces qui agissent sur lui se com- 
posent en une force unique d'après la règle du polygone des 
forces. 

Il en résulte que les conditions d'équilibre sont identiques aux 
conditions d'équilibre déjà données de plusieurs forces appli- 
quées à un point matériel. 

96. DéfiDiiion. — On dit que deux forces appliquées à un 
corps solide sont parallèles quand leurs lignes d'action sont 
parallèles. 

Dans la théorie des forces parallèles, on se propose de rempla- 
cer un système de forces parallèles appliquées à un corps 
solide par iin système équivalent constitué par le nombre mini- 
mum de forces. Nous allons passer en revue les divers problèmes 
qui s'y rapportent. 

97. Composition de deux forces parallèles et de même sens. 
— Théorème. — Le système de deux forces parallèles et de même 
sens appliquées en deux points A et B d'un corps solide a une 
résultante ; cette résultante est une force parallèle et de même 
sens qu'elles^ égale à leur somme^ et son point d'application G, 
situé entre A et B, partage la ligne AB dans le rapport inverse 
des forces. 

Soient P et Q deux forces parallèles et de même sens appli- 
quées respectivement aux points A et B [flg, 62). On ne change 
pas rétat du corps en introduisant deux forces f et fi égales, 
opposées et ayant pour ligne d'action AB. Les deux forces P 
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Fig. «t. 



et f ont une résultante F obtenue d'après la règle du parallélo- 
gramme des forces; de même 
les deux forces Q et ^ ont une 
résultante F. Les lignes d'ac- 
tion des deux forces F et F ne 
sont pas parallèles; elles se 
rencontrent donc en un point 
qu'on peut supposer invaria- 
blement lié au corps et en 
lequel on peut transporter les 
points d'application des deux 
forces, qui deviennent ainsi 
les forces F et FI. Par une 
opération inverse, on peut 
décomposer F, en deux autres, Pi et f\ respectivement 
égales et parallèles à ? etk f; pareillement, on peut décom- 
poser Fi' en deux autres, Qi et /;, respectivement égales et 
parallèles à Q et à /\. Les deux forces f et f[, se faisant équi- 
libre, peuvent être supprimées, et il ne reste plus que les deux 
forces de même sens Pi et Qi, dont la résultante, égale à 
Pi -+- Qi ou à P -h Q, peut être appliquée au point de ren- 
contre C de sa ligne d'action et de AB, pourvu qu'on suppose 
ce point invariablement lié au point et par suite au corps. 
Cette résultante a d'ailleurs même sens que les deux forces 
P et Q, et, pour définir son point d'application, on observe 
qu'on a deux couples de triangles semblables, FAP et OAG, 
d'une part, FBQ et ECO, d'autre part. 
Les deux premiers triangles donnent 

AG OC 



FP 



AP' 



les deux derniers donnent de même 

CB _ OC 
QF " BQ * 

Mais on a FP = QF' = f; si donc on divise membre à mem- 
bre et si on remplace AP par P et BQ par Q, il vient 
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AC __Q^ 
CB P' 

qui achève de démontrer la proposition. 

orollaire. — Si R est la résultante de deux forces ■paral- 
el Q, chacune des trois forces P, ■Q» R ^^' proportion- 
na distance des points â'application des deux autres. 
galité (1) on tire en etfet 

BC AC " AC H- BC' 

lire, puisque R=P+Q et AC + BC = AB, 

P _ Q _ R 

BC ~ AC AB ■ 

décomposition d'une force en deux autres parallèles et 
le sens. — Les formules (2} permettent de décomposer 
« R en deux autres parallèles et de même sens. Suppo- 
particuUer que l'on veuille décomposer la force R, 
ée en C, en deux autres dont l'une, P, soit connue, 
e son point d'application A. On a alors 

Q = R - P, 
!ux premiers rapports (i) donnent 

BC = ACx^. 

qui définit la position du point d'application B delà 



Composition de deux torcea parallèles et de sens con- 
— Tliéorème. — Le système de deux forces parallèles et 
ontraires, appliquées en deux points A et B d'un corps 
Mue résultante qui est une force parallèle aux deux pre- 
■gale à leur différence, de même sens que la plus grande, 
le point d'application C, situé sur la droite AB pro- 
yarlage cette droite dans le rapport inverse des forces. 



.'%'\ 
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Soient P et Q {fig. 63) les deux forces qu'il s'agit de. com- 
poser. Supposons les intensités de ces 
Q deux forces distinctes, soit, pour fixer 
A les idées, P>Q, et décomposons la 
B force P en deux autres de même sens 
dont Tune, Q', soit de même intensité 
Q' que Q et appliquée au point B; alors 
Tautre, égale à P — Q, sera appliquée 
^ en un point G tel (99) que 

Fig. 63. ^ 

(3) AC = AB X ^ 



P-Q 



P-Q 

Mais les deux forces Q et Q' se faisant évidemment équilibre, 
on peut les supprimer et il ne reste plus que la force P — Q^ 
qui satisfait bien à toutes les conditions énoncées plus haut. En 
effet, 

1** Elle est parallèle à P et de même sens qu'elle ; 

2*» Son point d'application G est sur le prolongement de 
AB; 

3^ De l'égalité (3) on déduit les égalités 

AG AB "■ BG' 

qui expriment que le point G partage AB dans le rapport 
inverse des forces, et, en outre, que chacune des trois forces est 
proportionnelle à la distance des points d'application des deux 
autres. 

101. Remarque 1. — Les deux théorèmes précédents peuvent 
être réunis en un seul, moyennant les deux conventions sui- 
vantes : 

1° Sur une droite indéfinie parallèle aux deux forces, fixons 
un sens positif et un sens négatif; puis convenons d'afl*octer du 
signe H- l'intensité de la force dirigée dans le sens positif et du 
signe — l'intensité de l'autre ; 

2* Gonvenons aussi de considérer le rapport -r^ comme 
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positif OU négatif suivant que le point C est situé entre A 

et B ou sur le prolongement de la droite AB. 

Grâce à ces deux conventions, la résultante R de deux 

forces parallèles^ P et Q, est définie en grandeur et sens par 

l'équation 

R=P-i-Q, 

pourvu que la somme P -I- Q ne soit pas nulle. * 
Son point d'application est défini par Tégalité 

AC _ 0^ 

ce " P* 

Si Ton convient de plus de fixer un sens positif et un sens 
négatif sur la droite AB, on a, dans tous les cas, en grandeur et 
en signe, 

' GB "" AG AB' 

Tordre des lettres qui figurent au dénominateur devant d'ailleurs 
être respecté. 
La vérification de ces divers résultats n'ofl*re aucune difficulté. 

102. Remarque II. — Il est clair, d'après cela, que le point 
d'application de la résultante de deux forces parallèles ne change 
pas, soit quand on change la direction commune des forces, 
soit quand on fait varier les forces de manière que leur rapport 
reste constant, car le point d'application est indépendant de la 
direction des forces et ne dépend que de leur rapport. 

103. Introduction des couples. — Reprenons Tégali té 

Q^_ P--Q 
AG AB ' 

ABxQ 

de laquelle on peut déduire AG = _^ ♦ Supposons que, 

Q restant fixe, P se rapproche de Q ; alors la diff*érence P — Q 
diminue et AG augmente, de sorte que si P tend vers Q, le 
point G s'éloigne indéfiniment des points A et B ; la résultante 
devient nulle et a son point d'application à l'infini, ce qui 
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pasde résultante- Ce fait sera d'ailleurs 
it dans la suite, et il en résultera que 
ie sens contraires, mais n'ayant pas la 
nstituent un système non réductible à 
•eil système s'appelle un couple, et nous 
1 une étude spéciale. Pour le moment, 
koir indiqué l'origine. 

nontbre quelconque de Inrcrs parallè- 
ue. — Nous allons prouver maintenant 
)arallèles en nombre quelconque peut 
force unique ou par un couple. Consi- 
e forces Fi, Fj, ..., F„, parallèle^ etde 
anl d'abord F, avec Fi, puis la résul- 
ainsi de suite, on pourra les remplacer 
>ar une force unique. 

Considérons ensuite le cas où, en 
nême temps que des forces Fi,Fi,..., F„ 
lirigées dans un sens, il y en a d'autres 
i";, Fj, ..., F'j, dirigées en sens contraire, 
ioit R, la résultante des forces F„...,F„, 
ibtenue comme il vient d'être dit 
/îg. 64); soit de même R| la résultante 
les forces F;, Fi,..., F^. 
la même intensité, elles ont une résul- 
iterrainer (iOO), et c'est la résultantedu 

nt égales, il y a deux cas à examiner 

AiA! des deux points d'application est 

o. 

?s deux forces R, et R; étant égales et 
^^^^^ re. Cet équilibre ne cesse pas de sub- 

sister quand on change la direction commune des forces, sans 
changer leur sens ; on dit alors, pour cette raison, que le corps 
soumis à l'action de ces forces est en équilibre astatique. 
Dans le second cas, les deux forces Ri et R' forment un cou- 
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pie si elles ne sont pas dirigées suivant la droite qui joint leurs 
points d'application ; alors le système n'a pas de résultante. 

Elles sont en équilibre si elles sont dirigées sui- 
vant la droite qui joint leurs points d'applica- 
tion [fig. 65) ; seulement l'équilibre est rompu 
quand on change leur direction commune, et l'on 
ditj pour cette raison, qu'il est statique. 

Ajoutons, pour terminer, que, si l'on con- 
vient de considérer comme positives les forces 
dirigées dans un sens, comme négatives les 
autres, la résultante R, quand il y en a une, d'un système de 
forces parallèles /ij/i , ..., /i» est définie en grandeur et sens 
par l'équation 

R =/;-+- A -H ... -i- fi -H ... -4- A» = ^fi. 




B^ig. 63. 



i05. Centre des forces parallèles. — Lorsque des forces paral- 
lèles /i, /2, —^ /in, dirigées ou non dans le même sens, ont une 
résultante, cette résultante est unique (104), et son point d'ap- 
plication s'appelle le centre des forces parallèles. 

Supposons les forces /i, /i, ..., fm appliquées respective- 
ment aux points Ai, A2, . . . , A^ ; fixons un sens positif et un 
sens négatif sur une droite quelconque parallèle aux forces, et 
convenons d'affecter du signe h- les intensités des forces diri- 
gées dans le sens positif, du signe — celles des autres. Quelle 

que soit la manière d'effectuer la com- 
position, la résultante ne change pas. 
^ Par conséquent, pour obtenir le centre 
" des forces parallèles, nous pouvons 
opérer de la manière suivante : 
Nous pouvons déterminer d*abord le point d'application Bj 
de la résultante P2 des forces /i et ^ {fig. 66) : ce point est défini 
par l'égalité 

AjBa ^ A 
B2A2 A ' 

qui a lieu en grandeur et en signe. On a d'ailleurs, en grandeur 




Fig. 66. 
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et en signe, 

Nous pouvons ensuite déterminer le point d'application B3 de 
la résultante P3 des forces P3 et /i : ce point est défini par 
Végalité 

B2B3 __ fz^ 

B3A3 "" P2' 

qui a lieu en grandeur et en signe. On a d'ailleurs, en grandeur 
et en signe, 

P3 = p, + /*3 = A 4- A 4- U 

et nous pouvons continuer ainsi jusqu'à ce que toutes les forces 
aient été employées. La seule précaution à prendre consiste à 
associer les forces dans un ordre tel qu'aucune.des résultantes 
partielles P„ P2, ... ne soit nulle. 

11 suit évidemment de là que la construction du centre d'un 
système de forces parallèles est identique à la construction du 
centre des distances proportionnelles du système de points 
Ai, Aa, . . ., Aw5 affectés des coefficients respectifs 

/15 /25 • • • 5 /m. 

On en conclut : 

1® Que le centre des forces parallèles ne change pas quand on 
fait pivoter toutes les forces autour de leurs points d'application , 
de manière à les maintenir parallèles et à conserver leurs sens 
respectifs et leurs grandeurs ; 

2° Que le centre des forces parallèles ne change pas non plus 
quand on fait varier toutes les forces de manière que leurs rap'- 
ports mutuels demeurent constants, c'est-à-dire quand on multi- 
plie ou quand on divise les intensités de toutes les forces par le 
même nombre, 

La première de ces deux propositions est évidente, et quant 
à la deuxième, elle résulte de ce que les points Bg, B3, ... ne 
changent pas si, au lieu des forces /i, A, . . . , /m, on a 
à composer X/i, >/*,, .,., If^^ À désignant un nombre quel- 
conque. 

106. Moments des forces parallèles par rapport à un plan. — 
Considérons un plan P, une droite indéfinie zz' rencontrant le 
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plan P, et une autre droite indéfiDie quelconque tl' [fig. 67). Sur 
chacune de ces droites iixons un 
sens positif et un sens négatif: soit 
Oî le sens positif sur la première 
et soit to( le sens positif sur la se- 
conde. Appelons F l'intensité po- 
sitive ou négative d'une force 
parallèle à tf, et z la cote A'A, 
positive ou négative, de son point 
d'application A; cette cote, prise 
par rapport au plan P, parallèle- 
ment à îz', est d'ailleurs, par con- 
vention, positive si le sens de A' 
môme que le sens de vers ;, négative dans le cas 




; moment de la force F par rapport au plan P el 
t à ï*!, le produit ¥z de l'intensité par la cote : ce 
ertu de la définition même, est un nombre positif 
nt le signe résulte du signe de chacun des facteurs 
int d'application de chaque force est supposé inva- 



r et Oy, 



Le moment, par rapport à un plan P et 
parallèlement à une direction :': 
quelconque, de la résultante d'un 
systÉme de forces parallèles, quand 
il ]j a une résultante, est égal à la 
^, somme algébrique des moments des 
composantes. 
Considérons d'abord un système 
deux forces F, et Fa appliquées 
respectivement aux points A, et Aj 
{fig. 68). Soit R, leur résultante appli- 
quée en un point M. Rapportons le 
système à trois axes Oar, Oy, Os, 
situés dans le plan P, et le troisième eon- 




COMPOSITION DES FORCES 109 

fondu avec z'z, puis projetons sur z'z parallèlement au plan P. 
On a en grandeur et en signe 

.. pr.AiM __ AiM 

^ ^ pr.MAa "■ MÂ;' 

Mais si Ton appelle Zi, Zj et z les cotes respectives des points 

Al, A2 et M, on a 

pr.AiM = z — Zi 
et 

pr.MA2 ^=iz%'^z. 

D'autre part, on a aussi en grandeur et en signe 

R. = F.-hF, et 4t^=^- 

MA2 Fi 

L'égalité (1) s'écrit donc 

z — Zi Fj 
z^ — z "" FT' 
et on en tire immédiatement 

z(Fi-f-F0 = FiZi-hF2Z2, 
c'est-à-dire 

m^Ri = mtFi -h m^Fg. 

Ceci posé, considérons un nombre quelconque de forces paral- 
lèles Ft, Fa, . . .,F„. Soient Ri la résultante de Fi et de F,, Ra 
la résultante de Ri et de F3, et ainsi de suite. On a, d'après ce 

qui précède, 

mtRi = m'Fi -\- m^F,, 

mtRj = m'Ri -+- m^Fs, 



mtR„_i = miRn_j-f-mtFn; 

d'où Ton tire par addition et après simplification 

m*R„_t = m'Fi -h m^F^ + . . . -h m^F,,. 
Il en résulte que si l'on appelle zi, za, . . ., ^n et z les cotes 
respectives des points d'application des forces Fj, Fj, . . ,, Fn et 
de leur résultante par rapport aux trois axes Ox, Oy, Oz, on a 

zSFi = SFiZf, 
SF/2t- 

ou ' = -iFr' 



Tffsr 
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108. Détermination analytique de la résultante. — Rappor- 
te ns le système de forces à trois axes quelconques et appelons 
^f, t/ô Zi les coordonnées du point d'application de la force /i, 
J7, t/, z celles du point d'application de la résultante, en sup- 
posant qu'il y en ait une. En appliquant alors le théorème des 
moments par rapport à chacun des plans de coordonnées paral- 
lèlement au troisième axe, on a 

il) x=-^. y=—, z=-^. 

Discussion, — Pour discuter ces formules et pour en déduire 
les conditions d'équilibre, il est indispensable de séparer les 
forces en deux groupes : les forces dirigées dans le sens 
adopté comme sens positif, et les autres. Nous appellerons les 
premières les forces positives^ et les autres les forces négatives. 
Soient Fj, Fj,..., F^ les forces positives; ai, 61, Ci, 
^8j ^2î Cî, etc., les coordonnées de leurs points d'application 
respectifs. Soient de même F(, F;, . . . , F» les forces né- 
gatives ; a;, 6;, c[, aj, 62, Cj, etc. les coordonnées de leurs points 
d'application respectifs. La résultante F des forces positives est 
égale à Fi M- Fa-f- . . . H- F^, et les coordonnées a, ô, c de son 
point d'application A sont données par les formules 

(2) « = -p-' ^ = — F~' '="T"' 

Pareillement, la résultante F' des forces négatives est égale à 
FlH-F'a-h . . . -f-Fn, et les coordonnées a\ h\c! de son point 
d application A' sont données par les formules 

l*J « = Y ' ' F' ' ~ "T' — 

On a d'ailleurs identiquement 

<i) 1 S/;i/i =• SF.6. + SFpôi, 

^Ui = sF,c. + ^Vfc;. 



On a enfin 



/•t-HA+...+/"m = F-hF'. 
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Cela posé : 

l«r Cas. — Si F -h F' ^é 0, il y a une résultante unique égale 
à F -h F' et dont le point d'application, centre des forces 
parallèles, est défini soit par les formules (1), soit par les for- 
mules 

_ oF-f-aT bF-hàT _ cF-h(/P 

^~ F-fF ' ^~" F-4-F' ' ^~ F-hF ' 

qui expriment que ce point est le point d'application delà résul- 
tante des forces F et F. 

2e Cas. — Si F -+- F' = 0, le cas se subdivise en trois 
autres : 

1® Si les points A et A' coïncident, le système est en équi- 
libre asiatique, et les conditions pour qu'on ait ce genre d'équi- 
libre sont, avec F -t- F' = 0? a = a\ b = b\ c = c'. Si 
l'on remplace a, b, c, a', b\ c' par leurs valeurs (2) et (3), et 
si l'on tient compte à la fois de F' = — F et des identités (4), 
il vient, pour les conditions analytiques de l'équilibre astatique, 

(5) S/;. = 0, S/*,a?, = 0, S/*.^, = 0, X/;z, = 0. 

2** Si les points A et A' sont distincts et que la droite AA'soit 
la ligne d'action des forces F et F', le système est en équilibre 
statique^ Cherchons les conditions pour qu'on ait ce genre 
d'équilibre. Pour cela, appelons p, q^ r les paramètres direc- 
teurs de la direction commune des forces et exprimons que cette 
direction est parallèle à la droite AA', qui a pour paramètres 
directeurs a — a', b—b\ c — c'; nous obtenons ainsi, pour 
les conditions cherchées, 

a — a' b — b' c — c' 
p q r 

auxquelles il faut, bien entendu, joindre F h- F' = 0. En rem- 
plaçant a, b^ c, a', b\ c' par leurs valeurs (2) et (3), puis en 
tenant compte de F' = — F et des identités (4), on obtient 
finalement les conditions 

(6) fh-f = s/; = o, M£L = M<y± = K£.. 

^ p q r 
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Le nombre des cooditions, qui était égal à quatre dans le cas 
précédent, se réduit maintenant à trois, qui deviennent 

Zf, = 0, S/;-!,- = 0, Zf,y, = 0, 

lorsque les forces sont parallèles à Os ; car alors on a 

p = 0, 9 = 0, 

et, par suite, les numérateurs correspondants sont nuls. 

3" Si enfin les points A et A' sont distincts et si de plus AA' 
n'est pas la ligne d'action des deux forces égales et opposées F 
et P, on a un couple. 

En résumé, « l'on a Zfiz^O, on a une résultante unique ; 

Si l'on a Hfi = 0, les forces se réduisent à un couple ; 

Si l'on a les équations (6), il y a équilibre statique ; 

El si l'on a les équations (5), il y a équilibre astatique. 

109. Décomposition dune lorce «n plusieurs autres parallèles 
à la première. _ Comme application de la théorie des forces 
parallèles, proposons-nous de décomposer une force en plu- 
sieurs autres qui lui soient parallèles, connaissant leurs points 
d'application. Nous avons déjà examiné le cas de la décomposi- 
tion en deux ; examinons maintenant les autres cas. 
Proposons-nous d'abord de décomposer une force F, appli- 
int 0, en trois auli'es, parallèles à F et appliquées 
t en trois points, A, B, C, dont le plan passe par 
le point et n'est pas parallèle à la 
force F. Nous distinguerons deux cas, 
\ suivant que le point est ou n'est pas 

\, intérieur au triangle ABC. 

l'J^li^ Supposons en premier lieu que le 

1 K 1 point soit intérieur au triangle ABC 

^ {/ig. 69) et traçons la droite AO jusqu'à 

p son point de rencontre D avec le colé 

BC. La force F peut être décomposée en 

deux autres parallèles à F, de même 

sens qu'elle, appliquées respectivement 

. et délinies par les égalités 
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desquelles on déduit 



F 
AD 


^ 


p 

OD 


• = 


Pi 

AO 




L 




AD 


• 
4 



P OD 



mais les deux triangles ABC et OBC ayant la même base BC, 

AK 

le rapport de leurs aires est égal au rapport -j-j- des hauteurs, 

» AD 

et, par suite, au rapport -rrr- • 

On a donc 

F _ ABC 

P ~ OBC ' 

d'où 

F P 



0) 



ABC OBC 

La force Pi appliquée au point D peut, de même, être décom- 
posée en deux autres parallèles à Pi, de même sens qu'elle, 
appliquées respectivement en B et en C et telles que Ton ait 

Q _ PC 
R BD ' 

Mais si Ton considère les deux triangles AOC et AOB comme 

DG 

ayant même base OA, leur rapport est égal à -^ l on a donc 



et on en déduit 

Q R 



(2) 



OAG OAB 
D'autre part, des égalités (1) on tire 

F — P F 

(3) 



Q AOC 
R AOB' 




Q-t-R 


F P 


OAC + OAB " 


ABC — OBC 



ABC - OBC ABC OBC 

et, par suite, la comparaison des égalités (2) et (3) donne 
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(4) 



OBC 



Q 
" OAG " 



R 
OAB 



F 

abc' 



ce qui détermlDe entièrement les trois composantes. 

Supposons en second lieu que le 
point soit extérieur au triangle ABC 
{fig. 70) et soit par exemple dans l'an- 
gle A de ce triangle. En menant encore 
OA, on pourra décomposer la force F 
en deux autres, P et Pi, parallèles et de 
sens contraires, appliquées respective- 
ment en A et en D ; on peut de même 
décomposer Pi en deux autres, et R, 
parallèles et de même sens, appliquées 
respectivement en B et en G. Enfin, en 
raisonnant comme plus haut, on verra 
(jue ces forces satisfont encore aux rela- 
^'f- '"'• lions (4). 

Nous ne poursuivrons pas plus loin l'étude de cette question 
et nous nous bornerons à indiquer les deux remarques sui- 
vantes, faciles à vérifier : 

1° Si la force F est située dans le plan ABC, on peut la dé- 
composer d'une inlinité de manières en trois forces parallèles 
appliquées en trois points donnés ; 

2» Le problème de la décomposition de la force F en plus de 
trois forces parallèles dont on donne les points d'application 
admet aussi une inlinité de solutions. 
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§ I. — Notions préliminaires et théorèmes généraux. 

110. Centre de gravité d'un corps — L'observation montre 
que tout corps abandonné à lui-même tombe suivant la verti- 
cale; il est donc sollicité par une force agissant suivant la 
même direction ; cette force s'appelle la pesanteur^ et l'on dit 
qu'un corps est pesant pour exprimer qu'il est soumis à l'action 
de la pesanteur. 

Cette action se manifeste d'ailleurs différemment suivant les 
cas : par la chute du corps si celui-ci est libre ; par la tension du 
fil s'il est suspendu à un fil , par la pression qu'il exerce sur un 
autre corps quand il s'appuie sur lui. Elle s'exerce enfin sur tous 
également, quelque petites qu'en soient les dimensions; car, si 
un corps est partagé en autant de parties que l'on veut, toutes 
sont pesantes et tombent également vite dans le vide. 

On est ainsi conduit à considérer un corps comme formé d'une 
infinité de points matériels sur chacun desquels s'exerce une 
force verticale, son poids. Si ses dimensions sont très petites par 
rapport à la terre, toutes ces forces verticales sont sensiblement 
parallèles et de même sens; dès lors elles ont une résultante 
unique appliquée au centre des forces parallèles. Cette résul- 
tante s'appelle le poids du corps et sOn point d'application le 
centre de gravité. 

Le centre des forces parallèles est, comme on sait, indépendant 
de la direction commune des forces ; il ne dépend que de leuri 
points d'application et de leurs intensités; il ne change pa» 
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quand on altère toutes les forces dans le même rapport. Dans le 
cas actuel, il est vrai, la direction des forces est fixe; mais elle 
change avec l'orientation du corps dans t'espace par rapport à 
un observateur quicerait entraîné avec lui, tandis que la posi- 
tion du centre de gravité ne change pas. Ainsi le centre de 
gravité est un point fixe du corps quelle que soit son orientation. 
11 est fixe également quand on déplace le corps à la surface de la 
terre, bien que lesactions de la pesanteur sur ses diverses parties 
changent avecla latitude, car ellea sont toutes altérées dans le 
même rapport. 

Supposons le corps rapporté à trois axes de coordonnées, et 
soient p,, pt> ■•■ les poids des diverses parties de ce corps, 
appliqués respectivement aux points A,, As,.... Appelons 
Xi, y,, î( les coordonnées du point A|, x, y, z celles du centre de 
gravité G ; puisque le point est le centre des forces parallèles 
pi, pj, .. ., on a 

m = ^B^, y = ^, j = ^ 

Ces formules se réduisent à deux si tous les points Ai, A„ ... 
sont dans le même plan et sont rapportés à deux axes de ce 
plan ; elles se réduisent à une si tous les points sont en ligne 
droite et si l'on prend cette droite pour axe des abscisses. Prises 
individuellement, elles font connaître la distance du centre de 
gravité à un plan quelconque parallè- 
lement à une direction quelconque. 
Rappelons enfin, pour ne pas avoir à 
y revenir, qu'on les obtient en remar- 
quant que le centre des forces parallèles 
pi, pi, ... n'est autre chose que le 
centre des distances proportionnelles de 
leurs points d'application, affectés des 
coefficients respectifs p„ pi, .... 

111. Détermination ex péi'i mentale 
*"'»■ '"- an centre de gravité. — Soit C le 

corps ; on le suspend à un fil OA par un de ses points A. Il est 
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alors en équilibre sous Taction de deux forces, sou poids P, 
appliqué au centre de gravité G, et la tension du fil, dirigée 
suivant AO; donc le prolongement AB de OA passe par G. 
Imaginons qu'on marque cette direction dans le corps, puis 
suspendons-le par un autre point, Ai : nous obtiendrons une 
nouvelle direction, AiBi, passant également par le point G; ce 
point sera ainsi défini par Tintersection de deux directions 
AB et AjBj marquées dans le corps. 

142. Remarques. — 1° Dans la pratique, on ne peut pas marquer 
les directions AB et AiB, dans le corps; mais rexpériencô pré- 
cédente fournit en général des renseignements suffisants sur la 
^position du centre de gravité. 

2° Dans tout ce qui suit on traitera du centre de gravité, non 
des corps, mais des volumes, des surfaces et des lignes. 

113. Définitions sur les centres de gravité. — On dit qu'un 
corps est homogène quand les poids de ses différentes parties 
sont proportionnels à leurs volumes. Tout corps qui ne satisfait 
pas à cette condition est dit hétérogène. 

On appelle centre de gravité dun volume celui d'un corps 
homogène qui remplirait ce volume ; 

Centre de gravité d'une surface, celui d'une couche d'épaisseur 
constante et infiniment petite d'un corps homogène répandu sur 
cette surface ; 

Centre de gravité d'une ligne^ celui d'un corps homogène 
ayant la forme d'un tube de section constante et infiniment 
petite et qui aurait pour axe cette ligne. 

Ainsi, pour concevoir le centre de gravité d'un volume, d'une 
surface ou d'une ligne, on peut imaginer qu'à chaque élément 
est appliqué un poids proportionnel à son volume, à sa surface 
ou à sa longueur ; le point d'application de la résultante de tous 
ces poids est le centre de gravité du volume, de la surface ou de 
la ligne. Nous conviendrons d'ailleurs, une fois pour toutes, de 
mesurer ces poids par les mêmes nombres que les éléments 
auxquels ils se rapportent. 
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114. Définitions sur la symétrie. — Nous renverrons auK 
ouvrages de géométrie élémentaire pour l'étude de deux figures 
symétriques par rapport à un point, à un axe ou à un plan ; 
rappelons toutefois que, dans deux figures symétriques, les 
lignes, les surfaces et les volumes correspondants ont des mesures 
égales. 

On dit qu'une figure est symétrique par rapport à un centre, 
à un axe ou à un plan, lorsque ses points sont deux à deux 
symétriques par rapport à ce point, à cet axe ou à ce plan. 

115. Théorème. — Si une figure quelconque^ volume^ surface, 
ligne ou ensemble de points à un centre^ un axe ou un plan de 
symétrie, son centre de gravité est en ce centre, sur cet axe ou 
dans ce plan. 

En effet, on peut décomposer la figure en éléments deux à 
deux symétriques et équivalents ; par suite, les poids de deux 
éléments symétriques sont égaux et le point d'application de 
leur résultante est au milieu de la droite qui les joint, c'est-à- 
dire au centre, sur Taxe ou dans le plan de symétrie. Le point 
d'application de la résultante totale, c'est-à-dire le centre de 
gravité, satisfait donc aussi à la même condition . 

D'après cela, le cenlre de gravité d'une portion de droite est 
au milieu de cette portion de droite ; celui d'un parallélogramme 
coïncide avec le centre du parallélogramme, etc. 

Pour généraliser ce théorème, nous allons d'abord rappeler 
quelques définitions et deux propositions. 

116. Définitions. — On dit qu'une droite est un diamètre d'une 
figure plane si les points de cette figure peuvent être groupés 
deux à deux de manière que les droites qui joignent les points 
correspondants soient parallèles et coupées en leurs milieux par 
la droite. 

On dit de même qu'un plan est un plan diamétral d!\mQ figure 
si les points de cette figure peuvent être groupés deux à deux, 
de façon que les droites qui joignent les points correspondants 
soient parallèles et coupées en leurs milieux par le plan. 
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Relativement au diamètre et au plan diamétral, on a les deux 
propositions suivantes dont on trouvera la démonstration dans 
une note à la fin de l'ouvrage : 

1° Si une figure plane a un diamètre^ des portions de surfaces 
correspondantes sont équivalentes ; 

2® Si une figure a un plan diamétral^ deux volumes correspon- 
dants sont équivalents. 

Ces deux propositions sont indispensables pour démontrer en 
toute rigueur le théorème suivant : 

117. Théorème. — Si une aire plane admet un diamètre/si 
un volume admet un plan diamétral, le centre de gravité de cette 
aire ou de ce volume est sur le diamètre ou dans le plan diamé- 
Irai, 

En effet Taire plane, par exemple, peut être décomposée en 
éléments correspondants ; les poids de deux éléments corres- 
pondants étant égaux, le point d'application de leur résultante 
est au milieu de la droite qui les joint, c'est-à-dire sur le dia- 
mètre ; donc le point d'application de la résultante totale, c'est- 
à-dire le centre de gravité de l'aire plane, est aussi sur ce dia- 
mètre. 

On raisonnerait de même dans le cas du plan diamétral. 

118. Remarques. — I. Le centre de gravité d'une ligne qui a 
un diamètre n'est pas forcément sur ce diamètre, parce que les 
éléments correspondants n'ayant pas en général même longueur, 
le raisonnement précédent est en défaut. Ainsi on verra plus loin 
que le centre de gravité de l'aire d'un triangle est sur une 
médiane parce qu'une médiane est un diamètre de ce triangle ; 
tandis que le centre de gravité du périmètre n'y est pas. 

De même le centre de gravité d'une surface qui a un plan 
diamétral n'est pas nécessairement dans ce plan. 

II. Les deux propositions suivantes peuvent être regardées 
comme évidentes : 

lo Si tous les points d'une ligne ou d'une aire planes décrivent 
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des droites égales et parallèles, le centre de gravité décrit une 
droite égale et parallèle aux premières ; 

2» Les centres de gravité des lignes ou des aires planes kotnothé- 
i:^,.., A ..„» u^^„ „,. -î ..„» -..■^„ données sont distribués sur une 
lotkétie. 



gravité de lignes. 

Se centre de gravité du contour 
lire des bissectrices du triangle 
'jui a pour sommets les milieux 
des côtés du premier. 

Soit le triangle ABC ; le 
centre de gravité du contour 
de ce triangle s'obtient en com- 
posant trois forces parallèles et 
de même sens, égales aux 
côtés a, 6, c, et appliquées res- 
pectivement en leurs milieux 
A',B', C. Larésultantedesdeux 
appliquée en un point t situé 

ZA'C 
'' 2A'B'' 

VG 

vb' 

, sur la bissectrice de l'angle 
■avité qui s'obtient en compo- 
est lui-même sur cette bissec- 
ersection des trois bissectrices, 

r. — Le centre de gravité d'une 
■t sur le rayon moyen à une 
'riême proportionnelle entre le 



THÉORIE DES CENTRES DE GRAVITÉ 



121 



Soient A et M les extrémités de la ligne brisée régulière de 

centre et de rayon R ; 
désignons par c la corde 
AMj par L le périmètre de 
la ligne brisée et soit Ox le 
rayon moyen. Le centre 
de gravité se trouve évi- 
demment sur Ox (115) et on 
l'obtient en composant des 
forces parallèles égales aux 
côtés de la ligne brisée et 
appliquées en leurs mi- 
lieux. Rapportons alors la 
figure aux deux axes rectan- 
gulaires Oa? et Oy et par le 
milieu I d'un côté quelcon- 
que, AB, par exemple, me- 
nons irperpendiculaireà Oar. 

En appelant x Tabscisse du centre de gravité, on a 

_ SAB.Or _ SAB.Or 
'^"" 2AB "^ L • 

Menons BB' et AM respectivement parallèles kOx etkOy ; les 
deux triangles semblables BAB', OlF donnent 

AB ab; 
01 "~ or' 

d'où AB.Or = AB'.Ol; 

or 01 est l'apothème a de la ligne brisée, AB' est égale à la pro- 
jection de AB sur Oy ; on aura donc 

aS pr. AB 
^ L ' 

mais d'autre part S pr. AB = c ; 

il vient donc finalement 




X 



X = 



ac 
"L 



121. Arc de cercle. — Le centre de gravité d'un arc de cercle 
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€$t iur le rayon moyen, à une dislance du centre égale à ta qua- 
trième proportionne lie entre l'arc, ta corde et le rayon. 

1 Soit l'arc de cercle AM, de centre et de 

" u rayon R. Rapportons la figure au rayon 

I /T\ moyen Oa: et à la perpendiculaire Oy ; le 

centre de gravité sera évidemment sur Ox. 
— Pour obtenir son abscisse i, décomposons 
l'arc AH = L en un très grand nonibre 
d'arcs égaux dont les extrémités seront les 
sommets d'une ligne brisée régulière con- 
vexe, inscrite dans l'arc. Soient p le péri- 
ne, a son apothème et c la corde AM. Nous 
le le centre de gravité de cette ligne est sur le 
son abscisse x est donnée par la formule 



croitre indéfiniment le nombre des côtés de 
>n centre de gravité a pour limite le centre de 
l'autre part x,aetp ont respectivement pour 

On a donc 



- Centres de gravité de surfaces. 

— Le centre de gravité de l'aire d'un triangle 
^ eit au point de concours des médianes. 

Soit le triangle ABC. Une mé- 
diane quelconque, AD par exemple, 
est un diamètre pour les cordes pa- 
rallèles à BG ; donc le centre de gra- 
vité est sur cette médiane et, par 
suite, il est à l'intersection des mé- 
dianes. 

— Le centre de gravité d'un Iriangte est le 
s distances de ses trois sommets. 
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Cherchons, en effet, le point d'application de la résultante de 
trois poids égaux à P appliqués en A, B et C. il faut pour cela 
composer d'abord les poids appliqués en B et C, ce qui donne 
un poids 2P appliqué au point D ; il reste ensuite à composer 
ce poids 2P avec le poids P appliqué en A, ce qui montre que 
le point d'application de la résultante, c'est-à-dire le centre 
des moyennes distances est situé sur la médiane AD; il est 
donc à l'intersection des médianes et coïncide avec le centre de 
gravité. 



124. Remarque. — Soit G le centre de gravité ; puisqu'il est le 

point d'application de la résultante des poids 2P et P, appliqués 

en D et A, on a 

GD _ 1 

GA""2' 



d'où 



GD = ^ AD. 



125. Quadrilatère. — Soit le quadrilatère ABCD. En décom- 
posant d'abord le 
quadrilatère en deux 
triangles ABC et ADC, 
on voit que le centre 
de gravité du quadri- 
latère se trouve sur 
la ligne G1G2 qui joint 
les centres de gravité 
de ces deux triangles. 
On voit de la même 
manière qu'il se 
trouve sur la ligne 
qui joint les centres 
de gravité des deux 
>^ig- 76. triangles ABD et BCD ; 

par conséquent il est à l'intersection de ces deux lignes. 
Autrement : soit G le centre de gravité cherché sur la ligne 
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GiG,. Représentons par ABC le poids du triangle ABC et par ADC 
celui du triangle ADC ; on doit avoir 
G.G ADC 
GG", ~ abc' 
ond rapport est évidemment égal ^ -g, ■ Si donc 
I = Dl, on aura DH = BI et 
G/i __ BH. 
GG, ~ HD' 
est parallèle à BC, il en résulte que le point G est 
m des deux lignes EH et GiGj. 

,2e _ Soit le trapèze ABCD. En le déconaposant 
igles ABC et ADC, on voit que le centre de gravité 
cherché est sur la ligne GiG» 
qui joint les centres de gravité 
de ces deux triangles ; mais il 
se trouve aussi sur la ligne 
EF qui joint les milieux des 
câtés parallèles parce que 
E ** cette ligne est un diamètre 

^'''' "" pour les cordes parallèles à ses 

3onc à l'intereection G de ces deux lignes, 
[jue l'on pourrait, bien entendu, obtenir le centre 
1 trapèze en procédant comme pour un quadrilatère 

infin qu'on peut aussi obtenir le centre de gravité 
1 déterminant le rapport -rrr ■ Pour ce la, appelons 
ses AB et CD du trapèze et représentons par ABC, 
s des triangles ABC et ACD mesurés par lessurfaces 
riangles. Considérons enfin le poids du trapèie ap- 
comme la résultante des poids des triangles ABC, 
lés respectivement en Gi et Ga, et appliquons à 
es parallèles le théorème des moments par rapport 
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En prenant d'abord les moments parallèlement à EF par rap- 
port à un plan passant par AB, on a 



ABGDX6E = ABCX 



EF. 



ADCX 



2EF 



en prenant ensuite les moments parallèlement à la même direc- 
tion par rapport à un plan passant par CD, on a de même 



ABCDx6F = ABCx 



2EF 



ADCx 



EF 



On en déduit par division 

GE ABC -^ 2ADG 
GF ' 



" 2ABC -h ADG ' 
mais si on l'appelle h la hauteur du trapèze, on a 



ABC = 



ah 



ADC = 



bh 



et l'égalité précédente peut s'écrire 

GE h{a -H m 



a 



26 



GF 



/i(2a -i- 6) 2a -h 6 



H 



D F G 




On déduit de là une 
nouvelle manière de dé- 
terminer le point G. On 
porte BÏ=DG, DH=AB ; 
la droite IH rencontre 
EF au point G cherché. 
On a en effet 



GE _ El 
GF " FH 



a 

"2 



a 



Ib 



b 



2a 



127. Secteur polygonal régulier. — Le centre de gravité de 
l'aire d'un secteur polygonal régulier est sur le rayon moyen, à 
une distance du centre égale aux deux tiers de la quatrième jjro- 
poriionnelle entre le périmètre, la corde et l'apothème. 
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' Soit OABCD le secteur polygonal régulier. Décomposons-le 
en triangles AOB, BOC, . . . , et construisons la ligne brisée 




A'B'C'iy telle que 
OA' OB' OC 



OD' 



OA OB OC OD 3 

Les poids des divers trian- 
gles AOB, BOC, ... qui com- 
posent le secteur sont évidem- 
ment proportionnels aux côtés 
A'B', B'C, ... et appliqués en 
leurs milieus. Le pointd'appli- 
cation de leur résultante, c'est- 
à-dire le centre de gravité 
* cherché, coïncide donc avec 

''^* "■ celui delà ligne brisée A'B'C'D'. 

Ox le rayon moyen et I' le milieu d'un côté, A'B' 
; en appelant i l'abscisse du centre de gravité sur 
^en, on a 



£ = OI'x 



corde A'D' 



le périmètre de la ligne brisée A'B'C'D' ; mais si 
a l'apothème delà ligne brisée ABCD, L son péri- 
1 corde AD , on a 

2 corde A'D' c 

= 3'^ " — 1^=L = 

c - 1^ 
' ~ 3 17 

ROOB. — Le centre de gravité d'une aire polygonale 
s'obtient en la décomposant en triangles. 



ur circulaire. — Le centre de gravité d'un secteur 
' sur le rayon moyen, à une distance du centre égale 
Krsde la quatrième proportionnelle entre tare, la 
lyon. 
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Soit le secteur circulaire AOB de centre et de rayon H ; 
Q soient Ox le rayon moyen, c la 

corde AB et L l'arc AB. Pour 
obtenir le centre de gravité de 
ce secteur, décom posons-le en 
sect«urs infiniment petits par 
des rayons OC, OD. Un quel- 
conque de ces secteurs, COl> 
par exemple, peut être assi- 
milé à un triangle, car on peut 
considérer l'arc CD comme 
confondu avec sa corde ; son 
centre de gravité sera donc sur 
la bissectrice de l'angle COD, 
à une distance àa centre égale 
aux deux tiers du rayon ; son 
poids, qui est égal à sa surface (113), est proportionnel à l'arc 

CD, ou encore proportionnel à l'arc CD' de rayon R' = -^R. 

Il suit évidemment delà que le centre de gravité du secteur AOB 
coïncide avec celui de l'arc A'B' de rayon R' ; mais celui-ci se 
trouve sur Ox, et son abscisse i est donnée par la formule 
, corde A'B' 




i = 



OD a donc 



arc A'B' 

' 3 L ■ 



130. Reharquic. — On aurait pu obtenir le centre de gravité 
du secteur circulaire en le considérant comme la limite d'un 
secteur polygonal régulier inscrit. 



131. Segment de cercle. — Le centre de gravité g d'un seg- 
ment de cercle AMB se trouve évidemment sur le rayon moyen 
OM, parce que ce rayon est un axe de symétrie du segment; il 
suit de là que la position du point g sera complètement définie 



par la distance 



DYNAMIQUE ET STATIQUE 

. Pour trouver cette distaDce, appelons G et g' 
les centres de gravité respectifs 
du secteur circulaire OAMB et 
du triangle OAB ; considérons 
S ensuite le poids du secteur cir- 
culaire comme la résultante 
des poids du sèment et du 
triangle, et appliquons à ces 
trois forces parallèles le théo- 
rème des momenis par rap- 
port au plan perpendiculaire 
en au rayon OH et parallèlement à OM. Nous aurons ainsi 
(1) sect. OAMBxOG 

= tr. OABxOij'H-segm. AMBxOjj. 
Appelons R le rayon du secteur, c la corde AB, et 2ï l'angle 
AOB. On trouve sans difficulté 

sect. OA MBx OG = R'axOG ; 
et, comme on a d'autre part (HO) 

2 Rc _ i_c_ 




0G = 



il vient sect. OAMB x 00 = 

On a de même 



triangle OAB X 



- R cos a X -s- R cos a = -s- cR' cos* 1 



Si donc on désigne par S la surface du segment, Téquation 
(1) donne 

SxO? = 4-cR= — 4-cR'cos*a 



(2) Sx03 = -icRïsin'a, 

Or, dans le triangle rectangle OAD, on a 
AD = 4 = Rsin«; 
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si alors on remplace R sin a par — dans l'équation (2), on en 

z 

tire 

09 = 



12 S 




132. Zone. — Le centre de gravité d'une zone coïncide avec le 
milieu de la hauteur de la zone. 

Considérons, en effet, dans une sphère de centre 0, la zone 
déterminée par deux plans parallèles AD et BC. Il est tout 
d'abord évident que son centre de gravité se trouve sur le dia- 
mètre de la sphère perpendiculaire aux deux bases de la zone, 
parce que ce diamètre est un axe de symétrie de la zone ; je 

dis qu'il coïncide avec 

BEC le point G, milieu de la 

tzr — rftx hauteur. Pour le prou- 

' \ ver, je remarque que 

i^^ \ Ton peut partager la zone 

--------- ~~\ en couples de zones très 

j\ [f D petites, de même hau- 

Q teur, telles que mn et 

Fig. 82. rn'n\ dont les plans de 

bases sont respective- 
ment symétriques par rapport au point G. Ces deux zones ayant 
la même surface, ont le même poids. Le poids de la première 
zone est appliqué entre m et n, celui de la seconde entre m' et 
n' ; de sorte que si la hauteur commune tend vers zéro, ces deux 
poids égaux sont appliqués sur OG et en des points équidis- 
tants de G. Il suit de là que le centre de gravité de la zone 
est le point d'application d'un système de forces parallèles, 
deux à deux égales et dont les points d'application, distribués 
sur OG sont deux à deux symétriques par rapport au point G ; 
donc le centre de gravité d'une zone coïncide avec le milieu 
de sa hauteur. 

133. Surface du tétraèdre. — Le centre de gravité de la surface 

MéCAN. (CENTR.) 9 
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d'un tétraèdre coïncide avec le centre de la sphère inscrite dans 
le tétraèdre qui a pour sommets les centres de gravité des faces du 
tétraèdre donné. 

Soit le tétraèdre ABCD, dont les aires des faces respectives 

sont (X, p, Y» ^ ; soient d'ail- 
leurs a, à, c, d les centres de 
gravité des forces a, p, y» ^• 
Le centre de gravité cherché 
est le point d'application de 
la résultante de quatre forces 
verticales appliquées respec- 
tivement en a, 6, c, rf, et 
dont les valeurs respectives 
sont a, p, Y) S. Soit l le point 
d'application des forces a et p ; 
on a 

al__ ? 




Fig. 83. 



(1) 



mais les deux tétraèdres abcd et ÂBCD étant semblables, on a 

^ surface acd 



(2) 



surface bcd 



La comparaison des égalités (1) et (2) montre alors que le 
point I est sur le plan bissecteur du dièdre cd. Or, ce plan bis- 
secteur contient les points c et d où sont appliquées les forces 
Y et 8 ; donc le centre de gravité de la surface du tétraèdre ABCD 
est situé dans ce plan bissecteur ; donc enfin il est confondu 
avec le centre de la sphère inscrite dans le tétraèdre abcd. 



§ IV. — Centres de gravité de volumes. 



134. Prisme* — Le centre de gravité d'un prisme triangu- 
laire est au milieu de la ligne qui joint les centres de gravité des 
bases. 




Fig. 81. 
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Soit le prisme triangulaire ABCA'B'C. Son centre de gravité 
est évidemment dans le plan 
A|B(G, équidistant des deux 
bases, parce que ce plan est 
un plan diamétral pour les 
cordes parallèles ans arêtes. 
D'autre part, le plan qui passe 
par l'arête AA' et par les mi- 
lieux I et 1' des arêtes BC, B'C 
est aussi un plan diamétral 
pour les cordes parallèles à 
BC ; donc le centre de gravité 
est dans ce plan. On voit de 
même qu'il est dans les deux 
autres plans médians et par 
suite qu'il est à l'intersection 
de ces plans. Or, Al et AT 
étant les médianes des bases, l'intersection des trois plans est la 
ligne qui joint les centres de gravité des deux bases ; donc enfin 
le centre de gravité est au milieu de cette ligne. 

135. Corollaire. — Soient g et/ les centres de gravité des 
bases ; le point de rencontre de gg' avec le plan AiB,Gi est le 
centre de gravité du triangle A|BiCi ; donc le centre de gravité 
ttun prisme Iriatigulaire coïncide avec le centre de gravité de la 
section moyenne. 

136. Théorème. — l^ centre de gravité d'un prisme quel- 
conque est au milieu de la ligne qui joint les centres de gravité 
des bases. 

Soit le prisme ABCDEA'B'C'iyE'. Décomposons-le en prismes 
triangulaires par des plans diagonaux AA'CC, AA'Diy, etc., et 
soient ^1, gi, etc. les centres de gravité de ces prismes situés 
dans le plan moyen A,B,C|D,E,. Appliquons aux points ^i, g^, etc. 
des poids proportionnels à ceux des prismes correspondants ; on 
peut considérer ces prismes comme ayant même hauteur et 
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pour bases respectives les triaDgles AiBiCi, AiGjDi, etc; leurs 

poids sont donc proportionnels 
aux aires de ces triangles. D'autre 
part, les points Qu g^, etc. sont 
les centres de gravité des mêmes 
triangles; il en résulte que le 
centre de gravité cherché coïn- 
cide avec celui du polygone 
AiBjCiDiEi, c'est-à-dire avec le 
milieu de la ligne qui joint les 
centres de gravité des bases. 



137. Cylindre. — Le centre de 
gravité d'un cylindre est au milieu 
de la ligne qui joint les centres de 
gravité des bases. 

On peut^ en effet, considérer le 




Fig. 85. 



volume d'un cylindre comme la Jimite du volume d'un prisme 
inscrit dont on augmente indéliniment le nombre des côtés de 
la base, de manière que chaque côté tende vers zéro. 

138. Pyramide* — Le centre de gravité d'un tétraèdre est à V in- 
tersection des six plans déterminés par chaque arête et le milieu 

de l'arête opposée. 

Soit le tétraèdre ABGD; le plan 
ABM mené par l'arête AB et par le 
milieu M de l'arête opposée CD est 
un plan diamétral pour les cordes 
parallèles à CD; le centre de gravité 
du tétraèdre est donc dans ce plan, 
et par suite à l'intersection G des six 
plans déterminés par chaque arête 
et le milieu de l'arête opposée. 
On peut remarquer : 
1» Que des plans ABG, CDG pas- 
sent tous deux par le point G et par les milieux M et N des 




Fig. 86. 
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arêtes AB et CD ; les trois points H, N, G sont donc en ligne 
droite. 11 en résulte que le centre de gravité du tétraèdre est à 
l'intersection des lignes qui joignent les milieux des arêtes 
opposées ; 

2" Que le plan ABM passe évidemment par le point a, centre 
de gravité du triangle BCD ; comme il passe aussi par le point A, 
on voit que le centre de gravité d'un tétraèdre est à l'intersec- 
tion des lignes qui joignent les sommets aux centres de gravité 
des faces opposées, 

130. Corollaire. — Les six plans menés par chaque arête elles 
milieux des arêtes opposées, les trois droites qui joignent le» 
milieux des arêtes opposées et les quatre droites joignent les som- 
mets aux centres de yravilé des faces opposées, concourent en un 
même point qui est le centre de gravité du tétraèdre. 

140. Théorème. — Le centre de gravité d'un tétraèdre coïncide 
avec le centre des moijennes distances des quatre sommets. 

En effet, le centre des moyennes distances des quatre sommets 
est sur la droite Aa qui joint le point A au centre des moyennes 
distances de la base BCD ; il est donc sur les quatre droites joi- 
gnant les sommets aux centres de gravité des faces opposées ; 
par suite, il coïncide avec le point Ci, 

141. Reharquks. — 1" 11 suit du théorème précédent que 
l'on a 



donc le centre de gravité d'un tétraèdre est sur la ligne qui joint 
un sommet au centre de gravité de la face opposée et au quart de 
cette ligue à partir de la base. 

2° On peut considérer le point G comme l'intersection de Aa 
avec le plan P parallèle à celui de la face BCD mené au quart dg 
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la hauteur à partir de cette Tace ; il coïncide ainsi avec le centre 
de gravité de la section de la pyramide par le plan P. 
Ce dernier résultat est généralisé dans le théorème suivant. 



142. Théorème- — Le centre de gravité d'une pyramide est au 
centre de gravité de la section faite 
dans la pyramide par un plan 
parallèle à la base et mené au 
quart de la hauteur à partir de la 
base. 

Soit la pyramide SABGDE et 
soit AiB|C|DiE, la section faite par 
le plan parallèle à la base et me- 
née au quart de la hauteur à partir 
de cette base. Décomposons cette 
pyramide en tétraèdres par les 
plans diagonaux SAC, SAD, etc.; 
les centres de gravité g^gt, etc. de 
ces tétraèdres coïncident (138, 2») 
" ■ avec ceux des triangles A,BiC„ 

AiC;Di, etc. D'ailleurs les pyrami- 
des ayant même hauteur, leurs poids sont proportionnels aux 
bases et par suite aux aires des triangles A,BiC„ AiC]Di,etc.; il 
suit évidemment de là que le centre de gravité de la pyramide 
coïncide avec celui du polygone A,B,C,DiEi. 




143. Reharoue. — Le centre de gravité d'un polyèdre s'ob- 
tient en décomposant le polyèdre en tétraèdres. 



144. Cône. — Le centre de gravité d'un cône coïncide avec le 
centre de gravité de la section faite dans le cône par un plan 
parallèle à la base menée au quart de la hauteur à partir de la 
base. 

En effet, on peut considérer le volume du cône comme la 
limite du volume d'une pyramide inscrite dont on augmente 
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indéfiniment le nombre des côtés de la base de manière que 
chaque côté tende vers zéro. 



§ V. — Théorèmes de Guldin, 



145. Théorème I. — Vaire engendrée par une ligne plane exé- 
cutant une révolution complète autour d'un axe mené dans son 
plan et ne la traversant pas, est égale au produit de la longueur 
de cette ligne par la circonférence que décrit son centre de gra- 
vité . 

Considérons d*abord une ligne polygonale ABCDE tournant 
autour de Taxe x'x. L'aire engendrée est évidemment la somme 

des aires engendrées par les côtés 
AB, BC, ... de cette ligne; nous 
pouvons donc écrire, en appelant A 
g l'aire engendrée, 

A = surf. AB :+- surf. BG + .... 
Or, si Ton mène les perpendiculaires 
^ ir, HH', ... des milieux des côtés sur 
Taxe, on a 

surf. AB = Sirir X AB, 
surf. BG = 27tHH'xBC, 




X' V H' G' 

Fig. 88. 



On en déduit 

A = 27t(II' X AB -h HH' X BC -+- ...). 

D'autre part, soient 6 le centre de gravité de la ligne polygo- 
nale, L la longueur de cette ligne et G6' la perpendiculaire 
menée du point G sur Taxe. En prenant les moments parallèle- 
ment à 6G', par rapport à un plan quelconque passant par Paxe, 
on a 

LxGG'= irxAB-+-HH'xBG-h .... 

11 en résulte que 

A = 2TrGG'xL, 

ce qui démontre la proposition pour une ligne polygonale. On 
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l'étend ensuite à une ligne plane quelconque en la considérant 
comme la limite d'une ligne polygonale inscrite. 

tta D . gj^ jm )[gy dg fj,}pg mjg révolution com- 

lurne que d'un angle «, l'aire engendrée a 



" 360 




. — Levolume engendré par une aire plane 

i(ion complète ffutour d'un axe situé dans son 

sont pas est égal au produit de cette aire par 
décrit son centre de gravité. 

)rd la proposition pour un triangle. Distin- 
guons pour cela trois 
cas: 

I' Un calé du triangle 
esl sur l'axe. — Soit le 
triangle ABC dont le 
coté AB est situé sur 

^ ^ ^ * l'axe x/x (fig. 89). En 

considérant le volume 

à somme algébrique des volumes de deux 

ment que l'on a 

. ABC =|-7rABxCD'; 

médiane CC et la perpendiculaire GG' du 
iur l'axe, on a évidemment CD = 3GG'; 
n appelle S la surface du triangle, on a 
expression de V pouvant s'écrire 

ABC = ABxCDx ^, 



POl. ABC = SxStcGG', 
ïroposition dans le cas examiné. 
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2** Un sommet du triangle est sur l'axe. — Soit encore(^^. 90) ABC 

le triangle mobile ayant 
un sommet A sur l'axe. 
Prolongeons le côté BC 
jusqu'au pointde rencon- 
tre D avec Taxe. Le. tri- 
angle ABC étant alors la 
"5 X différence des deux tri- 
angles ADC et ADB, 
on a 
vol. ABC = vol. ADC — vol. ADB. 

Mais, d'après le premier cas, si Ton appelle g^ gi les centres 
de gravité respectifs des deux triangles ADC et ADB^ Tégalité 
précédente s'écrit 

vol. ABC = ADC X 27CJ3'— ADB.2ir(7,^'i, 
ou vol. ABC = 2ic(ADC X gg' — ADB x ^i^'i). 

Or ABC étant la différence des deux triangles ADC et ABD, 

on a, par le théorème des mo- 
ments,' 

ADCx^^'-ADBXM'i 

= ABCxGG', 

on a donc bien, comme dans le 
cas précédent, 

vol. ABC = S X 27rGG'. 

Le raisonnement n'est plus ap- 
plicable si le côté BC est paral- 
lèle à Taxe (fig, 91). On sait alors que l'on a 




vol. ABC = surf. BC x ^ AA'; 

•o 



mais on a aussi 



surf. BC = 27rAA'xBC, 

AA' = -i GG', 

2 

2S = BC X AA'. 



un 
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En remplaçant, il vient 

vol. ABC = Sx2TtGG'. 

3° Le triangle n'a aucun sommet sur l'axe. — Ce cas se ramène 

au second en prolongeant (fig, 92) 
un côté AB jusqu'à son point de 
rencontre avec Taxe. On a alors 
vol. ABC = vol. OBC — vol. OAC. 
Mais, d'après le second cas, 

vol. OBC = OBCxittgg' ; 
vol. OAC = 0ACx2«3i9i', 

et, d'après le théorème des mo- 
ments, 

OBC X 9^'- OAC X Ml' 

= ABCxGG. 
On a donc fmalement 

vol. ABC = Sx27cGG'. 

La proposition étant démontrée pour un triangle, on l'étend 
facilement à un polygone. Pour cela, imaginons le polygone 
décomposé en n triangles d'aires Si, S2, . . ., S„, et appelons 
2i, z„ . . . , Zn les distances des centres de gravité de ces triangles 
à l'axe, V le volume engendré. On a 

V = 27r(S,S, + S2Z2 -h . . . -+- Sn2„), 

et si l'on appelle z la distance à l'axe du centre de gravité du 
polygone et S sa surface, le théorème des moments donne 

Sz =: SiZj 4- S2Z2 -f- . . . + SnZ/»' 

On en conclut bien 

V = Sx2Trz. 

Enfin, le théorème étant démontré pour une aire polygonale, 
on l'étend à une aire quelconque en la considérant comme la 
limite d'une aire polygonale inscrite, quand on augmente indé- 
finiment le nombre des côtés, et en se rappelant que, par défi- 
nition^ le centre de gravité de Taire curviligne est alors la limite 
du centre de gravité de l'aire polygonale. 
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148. Remarque I. — Si la figure tourne seulement de l'an- 
gle a, on a 

149. Remarque II. •— Les deux théorèmes précédents portent 
le nom de théorèmes de Guldin ; si l'on appelle Y le rayon de 
la circonférence décrite soit par le centre de gravité de la ligne, 
soit par le centre de gravité de Taire, ils sont exprimés par les 
deux formules 

A = 27cY.L, 

V = 27rY.S, 

qui permettent de calculer A ou V quand on connaît le centre 
de gravité, L ou S. 

Inversement, si Ton connaît A ou V ainsi que L ou S, on 
peut en déduire Y, c'est-à-dire une ordonnée du centre de gra- 
vité, ce qui suffit dans certains cas pour déterminer ce point. 
Nous allons appliquer à quelques exemples. 

150 . Application I.— Surface et volume du tore de ré volutlon. 

— On sait que Ton appelle tore de révolution le volume engen- 

dré par un cercle tournant autour 

^ -^ d'un axe situé dans son plan. 

/ \ Soient le cercle de rayon R 

j et rf la distance de son centre à 

^ Taxe {fig. 93). Le centre de gravité 

soitde la circonférence, soitdu cer- 

Fig. »3. cle étant le point 0, en appelant S 

la surface et V le volume du tore, 
on a, en vertu des théorèmes de Guldin, 

S = 2irR.27rrf = 47r2Rrf, 
\ := TzRKind = iiz^M . 

151. Application II. — Centre de gravité d'un arc de cercle. 

— Soit Tare AMB de centre et de rayon R. Son centre de 
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gravité 6 est situé sur l'axe moyen Ox; soit x Tabscisse de 

ce centre de gravité et soient enfin 
L et c les longueurs respectives 
de l'arc et de la corde. En tour- 
nant autour de Taxe Oy perpen- 
diculaire à Oar, Tare AMB engen- 
dre une zone de hauteur c et 
dont Taire a pour expression 

le premier théorème de Guldin 
donne donc 

Rc 
L 




d'où 



X 



152. Application III. — Centre de gravité du secteur circu- 
laire. — Soit le secteur OAMB (Jig. 94); désignons main- 
tenant par ^ l'abscisse du centre de gravité du secteur situé 
sur le rayon moyen, comme dans l'application précédente, 
et gardons pour le reste les mêmes notations que dans le numéro 
précédent, puis faisons tourner le secteur autour de Oy; il 
engendre alors un secteur sphérique dont le volume a pour 

expression 

2 

Le deuxième théorème de Guldin donne alors 

-g- irRV = — 27ra?, 

2 Rc. 

X = j 

3 L 



d'où 



nous retrouvons ainsi des résultats déjà obtenus. 



CHAPITRE IV 
RtDQCTION DES FORCES APPLIQOËES A QH CORPS SOLIDE 



dâ3. Objet du problème. — Le problème de la réduction des 
forces appliquées à un corps solide a pour objet de remplacer 

un système de forces appliquées à ce corps par un système équi- 
valent constitué par des forces en nombre aussi petit que pos- 
sible. Nous allons montrer que toutes les forces appliquées à un 
corps solide peuvent être réduites à deux, et pour cela nous 
démontrerons d'abord qu'on peut les réduire à trois. 

154. Réduction à trois forces. — Toutes les forces appliquées à 
un corps solide peuvent être réduites à trois, appliquées en trois 
points choisis arbitrairement dans le corps. 

Soient en effet A, B, C (^g. 95) trois points quelconques du 
corps et Ft une force dont nous pouvons supposer le point d'ap- 
plication en dehors du, plan 
ABC, pourvu que la force F, ne 

f^5 soit pas dans le plan . Si nous me- 

\^*-''i nonslesdroites OA,OB,OC, nous 

^, obtenons un trièdre et nous pou- 

, \q vons décomposer la force Fi en 

i ' trois autres dirigées suivant les 

P'B- *^- arêtes de ce trièdre, en appliquant 

la règle du parallélépipède des 
forces. Nous pouvonsd'ailleurs transporter les pointsd'application 
de ces trois forces respectivement en A, B, C, de sorte que la 
force F, peut être remplacée par trois forces P„Qi,R(, appli- 
quées respectivement en A, B, C. On arriverait à un résultat 
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analogue, mais d'une infinité de manier», si la force Fi était 

dans le plan ABC. 
Ouoi Qu'il en soit, en opérant sur chaque force comme on a 
F,, on obtient finalement un système de forces 
n A, un système de forces appliquées en B et un 
forces appliquées en G. Toutes les forces appli- 
peuvent se réduire à une seule, P, appliquée au 
:; on peut, de même, réduire à une seule* U, les 
uéesen B et à une seule, B, les forces appliquées 
roposition est ainsi démontrée. 

icMon & deux forces. — Après avoir réduit à trois 
Tes appliquées à un corps solide, nous allons mon- 
eiit les réduire à deux, dont l'une est appliquée en, 
mi arbitrairement dans le corps et l'autre en un 
arbitrairement sur une droite. 
; en effet qu'on ait effectué la réduction à trois 
K (/ig. 96} appliquées aux trois points respectifs 
oisis arbitrairement dans le corps, et soit x'x l'in- 
es deux plans ABQ,ACB. Sur cette droite, prenons 
un point arbitra ire 0, et joignons 
le point A et le point aux 
''!'^~/l'" points B et C. La force Q, si- 

f- y i ^fl tuée dans le plan ABQ, peut être 
décomposée en deux autres, qi 
et qi, dont les points d'applica- 
g^-~-\l tion respectifs peuventêtre trans- 

** portés en A et en 0; de même 

la force R, située dans le plan 
ACB, peut être décomposée en 
S' '*• deux, n et n, dont on peut 

les points d'application respectifs en A et en 0. 
.nt alors les forces appliquées en A, d'une part, 
appliquées en 0, d'autre part, le système est réduit 
es, R, et Ri, appliquées respectivement en A et 
>rniément à ce qui a été annoncé plus haut. 
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Ajoutons que la droite x'x est une droite menée par A et 
varie avec les points B et G quand le point A reste fixe. 

Quand les deux forces Q et R sont situées dans le même 
pian passant par A, le point est arbitraire dans ce plan. 

186. Corollaire I. — Trois forces appliquées à un corps solide 
ne peuvent se faire équilibre que si elles sont situées dans le même 
plan, 

La proposition est évidente quand les trois forces sont concou- 
rantes ; car si trois forces concourantes se font équilibre, cha- 
cune d'elles est égale et opposée à la résultante des deux autres; 
par suite, chaque force est nécessairement dans le plan des deux 
autres. 

Supposons donc les trois forces non concourantes, et soient 
P> Q» fi ifig- 96) ces trois forces, appliquées respectivement aux 
points A, B et G du corps. Opérons comme si nous voulions 
réduire ces forces à deux, Ri et R2, appliquées aux points A 
et 0. Alors les forces P, Q, R se faisant équilibre, il en sera de 
même des forces R^ et Ra. Mais en vertu du principe fondamen- 
tal énoncé au n® 92, les forces R, et R2 ne peuvent se faire équi- 
libre que si elles sont égales et directement opposées ; donc la 
force R doit être dirigée suivant la droite AO. Mais la force Rj 
étant la diagonale du parallélogramme construit sur 72 et sur r2, 
est située dans le plan BOG; il en résulte que les trois droites 
OA, OB, OC doivent être situées dans le même plan. Or ce plan 
est défini soit par la droite BQ et par le point A, soit par la 
droite GR et par le point A; donc les deux forces Q et R 
doivent être dans le même plan. Il en résulte que les trois forces 
doivent être deux à deux dans le même plan, par suite elles 
doivent être concourantes. Et comme chacune d'elles doit être 
alors égale et opposée à la résultante des deux autres, on voit 
bien que les trois forces doivent être situées dans le même plan. 
Ou pourrait objecter que le raisonnement est en défaut quand 
les lignes d'action des trois forces P, Q, R sont parallèles; mais 
alors, d'après la théorie des forces parallèles, les trois forces ne 
peuvent se faire équilibre que si elles sont dans le même plan. 
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Il est d'ailleurs évident que si trois forces sont situées dans le 
même plan, elles ne peuvent se faire équilibre que si chacune 
d'elles est égale et opposée à la résultante des deux autres. Nous 
pouvons donc énoncer le théorème suivant : 

Pour que trois forces non parallèles appliquées à un corps 
solide se fassent équilibre, il faut et il suffit : i** qu'elles soient 
dans le même plan ; 2° qu'elles soient concourantes ; 3** que cha- 
cune déciles soit égale et opposée à la résultante des deux autres^ 
par suite que chaque force soit proportionnelle au sinus de Van- 
gle formé par les deux autres. 

187. Corollaire II. — Un couple n'est pas en équilibre et n'a 
pas de résultante. 

Un couple n'est pas en équilibre en vertu du principe fonda- 
mental énoncé au n° 92. Je dis qu'il n'a pas de résultante. Appe- 
lons en effet P et Q les deux forces du couple, et supposons 
qu'il y ait une résultante R appliquée en un point A. La force 
— R appliquée en A ferait alors équilibre aux forces P et Q, 
de sorte que les forces P, Q, — R seraient concourantes (156), 
ce qui est impossible puisque les forces P et Q sont parallèles, 
et que d'ailleurs il n'y a pas de force parallèle à P et à Q pou- 
vant les remplacer. 

Après avoir montré comment on peut réduire à deux toutes 
les forces appliquées à un corps solide, nous allons donner 
quelques propriétés de cette réduction. Ces propriétés résultent 
du théorème suivant : 

158. Théorème. — Quand on a réduit à deux toutes les forces 
appliquées à un corps solide, les deux résultantes ainsi obtenues 
ont la même somme géométrique et le même moment résultant que 
les forces d'où elles émanent. 

En effet pour obtenir ces deux résultantes, on a fait deux sor- 
tes d'opérations : on a transporté les forces le long de leurs 
lignes d'action et on a composé ou décomposé des forces con- 
courantes d'après la règle du polygone des forces. Or, comme 
on l'a vu dans la théorie des vecteurs et dans la théorie des mo- 



RÉDUCTION DES FORCES APPLIQUÉES A UN CORPS 14S 

ments, ces diverses opérations n'altèrent ni la somme géométri- 
que des vecteurs qui représentent les forces, ni le moment 
résultant de ces vecteurs soit par rapport à un point, soit par 
rapport à un axe. 

Cette proposition va nous permettre d'exprimer les conditions 
d'équilibre d'un système de forces. Elles sont fournies par le 
théorème suivant : 

159. Théorème. — Pour qu'un système de forces soit en équi- 
libre^ il faut et it suffit que la somme géométrique de ces forces 
soit nulle ainsi que leur moment résultant par rapport à un point. 

io Les conditions sont nécessaires. — Supposons, en eflPet, 
que les forces aient été réduites à deux, P et Q. Alors, si le sys- 
tème est en équilibre, les deux forces P et Q sont nulles ou sont * 
égales et directement opposées. Dans les deux cas leur somme 
géométrique est nulle ainsi que leur moment résultant par rap- 
port à un point quelconque. Il en est de même, en vertu du 
théorème précédent, de la somme géométrique de toutes les 
forces du système et du moment résultant de ces forces. 

2^ Les conditions sont suffisantes. — Supposons maintenant 

f 

que la somme géométrique de toutes les forces du système soit 
nulle, ainsi que leur moment résultant par rapport à un point 
; puis réduisons toutes les forces à deux, P et Q. La somme 
géométrique de ces deux forces sera nulle ; donc les deux forces 
P et Q sont nulles ou sont parallèles, égales et de sens contrai- 
res. Si elles sont nulles le système est en équilibre, et le théo- 
rème est démontré. 

Supposons qu'elles soient parallèles, égales et de sens con- 
traires. Le système sera en équilibre si elles sont égales et 
directement opposées, c'est-à-dire si elles ont la même ligne 
d'action, puisqu'elles sont déjà égales et opposées. 

Or le moment résultant par rapport au point étant nul, le 
vecteur qui représente le moment de la force P, supposé mené 
par le point 0, est égal et opposé au vecteur mené par le même 
point et représentant le moment de la force Q. Donc les deux 
forces P et Q sont dans le même plan perpendiculaire à ces 

MéCAN. (CBNTK.) 10 
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deux vecteurs et mené par le point ; mais de plus, dans ce 
plan, les forces P et Q sont à la môme distance du point ; 
car si on appelle d et d! les distances respectives au point 0, en 
observant que les valeurs numériques des moments sont égales 
et que P = Q, on a 

dP = d'Q, 

d'où d = d\ Enfin les lignes d'action étant parallèles, puis- 
que les forces P et Q sont parallèles, elles sont nécessairement 
confondues. On peut objecter que ces lignes d'action peuvent 
être symétriques par rapport au point ; mais alors les mo- 
ments seraient de même sens, ce qui n'est pas, d'après ce qui 
précède. 



160. GopoUaipe. — Pour qu'un système de forces soit en équi- 
libre il faut et il suffit : 1* qu'en projetant ces forces sur trois axes 
rectangulaires menés par le même point 0, la somme algébrique 
des projections soit^nulle pour chacun des axes; 2* que la somme 
algébrique des moments de ces forces par rapport aux trois axes 
soit nulle pour chacun des axes» 

Appelons en effet OR et OG (fig. 97) les deux vecteurs qui 

représentent respectivement la som- 
me géométrique des forces et leur 
moment résultant par rapport au 
point 0, par où sont menés les axes 
Oa?, Oy, Oz. 

D'après le théorème précédent, 
pour que le système soit en équilibre, 
il faut et il suffit que OR et OG soient 
nuls. 

Mais pour que OR soit nul, il faut et ilsuffit que ses trois pro- 
jections soient nulles; or la projection de OR sur un axe quel- 
conque est la somme algébrique des projections des forces sur 
cet axe. 

De même, pour que OG soit nul, il faut et il suffit que ses 
trois projections soient nulles. Or, par définition, OG est la 




Fig. 97. 
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somme géométrique des moments des forces du système par rap- 
port au point ; donc la projection de OG sur un axe est la 
somme algébrique des projections de ces moments sur le 
même axe. D'autre part, la projection sur Oar, par exemple, du 
moment d'une force par rapport au point est égale au mo- 
ment de cette force par rapport à Ox, Donc enfin, la projection 
de OG sur un axe est égale à la somme algébrique des moments 
des forces du système par rapport à cet axe. 

En réunissant les deux parties du raisonnement, on voit que 
la proposition énoncée en résulte. 

16i . Expression analytique d^s conditions d'équilibre . — 

Diaprés cela rapportons le système de forces à trois axes 
rectangulaires Oar, Oi/, Oz et appelons : 

Xi, Yi, Zi les composantes d'une force Fi du système ; 

a?i, j/i, Zi les coordonnées de son point d'application ; 

Li, Mi, Ni ses moments respectifs par rapport à Or, Oy, Oz. 

On a d'ailleurs 

Mi = Âj Ai — Xiliiy 

Ni = ;CiY, — y/X». 

Les conditions d'équilibre du système de forces seront : 
SXi = 0, SY.=0, 2Zi=0, 2Li = 0, SMi = 0, 2Ni = 0. 

Ces conditions, qui sont au nombre de six, se simplifient dans 
les cas particuliers suivants : 

lo Forces concourantes. — On peut supposer que le point 
soit le point de concours. Alors les trois dernières équations sont 
identiquement satisfaites, et les conditions se réduisent aux trois 
premières, faciles à énoncer. 

2° Forces situées dans le même plan. — Dans ce cas on peut 
supposer que ce plan soit le plan xOy. Les équations 
2Zi = 0, SL,= 0, SMi = 

sont satisfaites d'ellés-mèraes, et les conditions se réduisent aux 
trois suivantes : 

SXi = 0; SYi = 0; 2N« = 0. 

Les deux premières expriment que la somme algébrique des 
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projections sur'deus axes menés dans le plan des forces est 
nulle pour chacun de ces deux axes. 

La dernière exprime que la somme algébrique des moments 
des forces par rapport à un point de leur plan est nulle. 

3* Forces parallèles. — Quand les forces sont parallèles, on 
peut supposer Os parallèle à leur directioo. Lesconditions 

SX, = 0, SY. = 0, SN, = 

sont identiquement satisfaites. D'autre part, on a 

L, = j/fZi et Mi = ~ iCiZi, 

de sorte que les autres conditions s'écriront 

ÏZf = 0, 2;/,Z, = 0, Si,Z( = 0. 

La première exprime que la somme algébrique des forces est 
nulle ; les deux dernières expriment que les sommes algébri- 
ques des moments des forces par rapport aux plans iOx et lOij 
sont nuls. Nous retrouvons ainsi les conditions d'équilibre déjà 
données. 

162. Équivalence de deux systèmes de forces. — Les condi- 
tions d'équivalence de deux systèmes de forces se déduisent des 
conditions d'équilibre d'un système de forces au moyen de la 
proposition suivante : 

Pour que deux systèmes de forces A e( B soient équivalents, H 
faut et il suffit : 

i" Que la somme géométrique des forces A soil égale à celle des 
forces B ; 

2° Que le moment résultant des forces A par rapport à un 

point Osoitégalau moment résultant des forces B par rapport 

au même point. 

n — •'-'montrer celte proposition commençons par rappeler 

iystèmes de forces A et B sont équivalents, par déli- 

tnd ils sont équilibrés par un même troisième. Ceci 

elé, désignons par B' un système faisant équilibre à 

les A et B. 



RÉDUCTION DES FORCES APPLIQUÉES A UN CORPS 149 

Désignons, comme au numéro précédent, par Xf, Y,, Z» les 
composantes d'une quelconque des forces du système A par 
rapport à trois axes rectangulaires, et par L,, M,, N, ses moments 
par rapport aux trois axes respectifs. 

Désignons de même par X-, Y^, Zl, Li, MJ, N'^ les éléments 
analogues pour le système B, et par XJ, Y-, ZJ, LJ, MJ, Nî /es 
éléments analogues pour le système B'. Les systèmes A et B' 
étant en équilibre, on a 

SX, -h SXJ = 0, 2Yi H- SY'; = 0, 2Zi -h "LV = 0, 
SL -h SL'i = 0, SMi + SMÎ = 0, SN^ -i- SN* = . 

De même, les systèmes B et B' étant en équilibre, on a 

sx; + sxj = 0, sy; + syî = o, sz; + szj = o, 

SL; -i-sLÎ = 0, 2M,^ -h SMJ = 0, Sl\; h- SNJ = . 

On en conclut que les conditions d'équivalence des deux sys- 
tèmes seront exprimées par les six équations 



SX, = sx;., I SL, = sl;, 

(i) I sYz = sy;-, (2) ] SM, ^ sm;, 



sz, = sz;, ( 2N, = sn;. 



qui expriment le théorème énoncé. 

On en déduit sans peine que si deux systèmes sont équivalents 
à un troisième, ils sont équivalents entre eux . 

Naturellement ces équations se simplifient dans les cas parti- 
culiers de forces concourantes, dans un même plan ou parallèles. 
Nous laissons au lecteur le soin de faire ce petit exercice en s'ai- 
dant de ce qui a été fait au numéro précédent. Examinons seu- 
lement le cas où le -système A se compose de deux forces 
formant un couple et où le système B se compose également de 
deux forces formant un couple. Alors si on appelle L, M, N les 
composantes de Taxe du premier couple, L', M', N' celles de Taxe 
du second couple, les équations (1) sont de la forme 0=0, 
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et les équations (2) deviennent 
(3) L = U, M :^ M', N = N'. 

Rappelons d'ailleurs que les composantes de l'axe d'un couple 
ne sont autre chose que les composantes du moment résultant 
de ce couple par rapport à un point quelconque de l'espace. Cela 
posé, les équations (3) expriment que pour que deux couples 
soient équivalents, il faut et il suffit qu'ils aient des axes égaux. 

Au point de vue mécanique, un couple estdonc caractérisé par 
son axe. 

163. Composition des couples. -> Un cas particulièrement 
important de la réduction d'un système de forces à deux est celui 
où ce système est uniquement composé de couples. Appelons P 
et Q les deux forces auxquelles on peutréduire le système ; il est 
facile de voir qu'elles forment un couple si le système n'est pas 
en équilibre. En effet la somme géométrique des forces P et Q 
est égale à la somme géométrique des forces du système. Or, 
pour faire la somme géométrique des forces du système, on peut 
faire la somme géométrique des forces du premier couple, puis 
celle des forces du deuxième couple, etc. Ces sommes partielles 
étant toutes nulles, la somme totale est nulle. 11 en résulte que 
la somme géométrique des deux forces P et Q est nulle, et par 
suite que les forces P et Q forment un couple, puisqu'elles ne 
sont pas en équilibre. 

Ainsi plusieurs couples peuvent être remplacés par un couple 
unique. 

Il est facile d'avoir l'axe de ce couple, axe qui suffit à le 
caractériser d'après ce qu'on a vu plus haut. 

Remarquons pour cela que le moment résultant des deux 
forces P et Q est égal à la somme géométrique des moments des 
forces du système. Or, pour obtenir cette somme géométrique, 
on peut d'abord ajouter les moments des forces du premier 
couple, puis les moments des forces du second couple, et ainsi 
de suite, puis enfin ajouter toutes ces sommes entre elles. Mais 
ces sommes partielles sont précisément les axes respectifs des 
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divers couples. On en conclut que Vaxe du couple résultant est 
la somme géométrique des axes des couples composants. On 
énonce encore ce résultat en disant que Von compose les couples 
comme les forces en composant leurs axes . Et il en résulte que 
pour qu'un système de couples soit en équilibre, il faut et il 
suflit que la somme géométrique des axes soit nulle. 

i64. Réduction à une force et à un couple- — L'emploi des 
couples conduit à un autre mode de réduction des forces. Ce 
mode de réduction est basé sur le théorème suivant : 

Toute force AF, appliquée en un point 
A d'un corps solide {fig, 98), peut être 
remplacée par uneautre^ A'F', appliquée en 
un point quelconque, A', du corps, égale, 
parallèle à AF et de même sens qu'elle, et 
par un couple ayant son axe perpendicu- 
laire au plan des deux forces. 
En effet, on ne change pas l'état du 
corps en appliquant au point A' deux forces AT' et A'F'i 
parallèlles à AF, de même intensité qu'elle et opposées. Or, F 
et F/ définissent un couple dont Taxe A'G est bien perpen- 
diculaire au plan des deux droites AF. et ATi . Ce couple s'ap- 
pelle un couple de translation. 

Observons d'ailleurs que le moment du couple de translation 
relatif à une force F et à un point A' est égal à l'aire du parai- 
lélogramme A'AFF'. Quant à son axe, il est alors identique au 
moment de la force F par rapport au point A'. 

G 

465. — Réciproquement, une 
force et un couple dont taxe 
lui est perpendiculaire peu- 
vent être remplacés par une 
force unique de même intensité, 
de même direction et de même 
Fïg- i>9. sens que la première, située 

dans le plan perpendiculaire à Vaxe mené par cette force. 
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Soient, en effet, AT la force {fig. 99) et A'G Taxe du couple 
perpendiculaire à la force, par hypothèse; soit P le plan 
perpendiculaire à A'G mené par F'. Par le point A', dans 
le plan P, menons une droite quelconque k'x et, en un point 
A de cette droite, appliquons AF et AFi, égales et opposées, 
parallèles à F' et de même intensité que celle-ci. Nous pou- 
vons ainsi remplacer le système proposé par le couple A'G, 
la force AF et le couple FiAA'F'. Or, nous pouvons disposer 
de la longueur A'A et de la position du point A, soit d'un côté 
de A', soit de l'autre, de manière que le nouveau couple ait 
le même moment que A'G et un sens contraire. Alors, le point 
A étant ainsi choisi, les deux couples se font équilibre ; en les 
supprimant, il ne restera plus que la force AF, ce qui dé- 
montre la proposition. 

166. Théorème, — Toutes les forces appliquées à un corps 
solide peuvent^ et cela d'une infinité de manières, être remplacées 
par une force et par un couple. 

Soit en effet un point quelconque du corps. Nous pouvons 
transporter chaque force parallèlement à elle-même au point 0, 
en introduisant le couple de translation correspondant. 

Si nous composons alors, d'une part, toutes les forces appli- 
quées au point 0, par la règle du polygone des forces, d'autre 
part, tous les couples de translation en faisant, par exemple, 
la somme géométrique de leurs axes, nous aurons réduit toutes 
les forces à une seule et à un couple. 

167. Résultante générale et couple résultant. — Cette force et 
ce couple seront appelés respectivement résultante générale et 
couple résultant relatifs au point 0. 

11 est clair que la résultante générale est invariable en gran- 
deur, direction et sens, quand le point se déplace dans le corps, 
car le polygone des forces se déplace simplement parallèle- 
ment à lui-même. Quant au couple résultant, il varie avec le 
point 0. 

168. Conditions générales de Téquilibre. — Le théorème pré- 
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cédCDt conduit à un autre énoncé des conditions géométriques 
déséquilibre d'un système de forces; ces conditions résultent de 
la proposition suivante : 

Pour qu'un système de forces appliquées à un corps solide scit 
en équilibre, il faut et il suffit que la résultante générale soit 
nulle, ainsi que l'axe du couple résultant relatif à unpoint quel- 
conque du corps. 

Le condition est éyideinmentsuflisante. Montrons doncqu'elle 

esl nécessaire. Supposons pour cela que le système soit en 

équilibre et faisons la réduction pour un 

/R' point quelconque, 0, du corps {(ig, 100) ; 

soient R et G la résultante générale et l'axe 

*^A--^^^ du couple résultant. Puisqu'il y avait équilibre 

/ ^~^ avant la réduction, il y aura encore équilibre 

H après, de sorte que la force K et le couple G, 

Fig. (00. c'est-à-dire le couple dont l'axe est G, se font 

équilibre. Or, je dis que cela est impossible si 

R et G ne sont pas nuls tous deux. En effet : 

1" S'il y avait équilibre avec RG ^ 0, la force R' égale et 
opposée à R, faisant équilibre à R, comme G, pourrait rem- 
placer G ; donc nous aurions un couple ayant une résultante, 
ce qui est impossible ; 

2<» Il est évident que si on a seulement R = 0, il ne peut y 
avoir équi:tibre, parce qu'un couple n'est pas en équilibre ; 

3» Entin, il est non moins évident qu'il ne peut y avoir équi- 
libre avec G seul égal à zéro. 

Donc, pour qu'il y ait équilibre, il faut que R et G soient 
nuls tous deux. 

Il est bon de remarquer que la condition est nécessaire pour 
tous les points du corps et qu'elle sufJît pour un seul, car alors 
elle est forcément remplie pour tous. 

169. Éqnlvalence de deux systèmes. — Le théorème démon- 
tré plus haut permet aussi d'énoncer les conditions géométri- 
ques d'équivalence de deux systèmes de forces ; elles sont four- 
nies par la proposition suivante : 
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Pour que deux systèmes de forces soient équivalents ^ il faut et 
il suffit qu'il existe un point du corps pour lequel la réduction à 
une force et à un couple donne la même force et le même couple 
dans les deux cas. 

C'est évidemment suffisant, parce que deux systèmes équiva- 
lents à un troisième sont équivalents entre eux ; il reste à 
prouver que c'est nécessaire. Soient donc S et Si (fig, lOi) deux 

systèmes équivalents. Faisons la réduction 
pour un point 0, d'abord pour les forces 
du système S, ensuite pour celles du sys- 
tème S,. Soient R et G la résultante géné- 
rale et le couple résultant du premier 
système, Ri et Gi la résultante générale et 
le couple résultant du second. La force R 
et le couple G définissent un système équi- 
valent à celui qui est défini par Ri et 
par Gi. Or, on peut faire équilibre à la 
force R et au couple G au moyen de la force — R appliquée 
en et du couple — G, dont les définitions sont évidentes. Dès 
lors, — R et — G font aussi équilibre au système défini par la 
force Ri et le couple Gi. Mais on peut composer d'une part 
Ri et — R, ce qui donne une force R'; d'autre part Gi et — G, 
ce qui donne un nouveau couple G'. Cette force et ce couple 
doivcTit être en équilibre, ce qui exige (163) qu'on ait simul- 
tanément R' = et G' = 0. Or, on ne peut avoir R' = que 
si Ri et — R sont égales et opposées, c'est-à-dire si Ri est 
identique à R ; pareillement on ne peut avoir G' = que si 
Gi et — G sont égaux et opposés, c'est-à-dire si Gi est iden- 
tique à G. 

Comme précédemment, la condition est nécessaire pour tous 
les points et suffisante pour un seul, 

170. Corollaire. — Quand on fait la réduction pour un même 
points on trouve toujours la même résultante générale et le même 
couple résultant^ de quelque manière que Von fasse la réduction. 



-I 
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Car changer le mode de réduction équivaut à passer d'un 
système de forces à un système équivalent, ce qui ne change ni 
la résultante générale, ni Taxe du couple résultant. 

171. Réduction à nn couple. — * Théorème. — Pour que toutes 
les forces appliquées à un corps solide se réduisent à un couple, 
il est nécessaire et suffisant que la résultante générale pour un 
point quelconque soit nulle^ sans que le couple résultant le soit. 

Cette proposition résulte de ce que la résultante générale est 
constante en grandeur. 

172. Cas particulier des forces concourantes parallèles ou 
situées dans le même plan. — 1^ il est évident que si toutes les 
forces appliquées à un corps solide concourent au même point, 
elles se réduisent à une seule ; de sorte qu'il y a équilibre quand 
cette résultante est nulle. 

2<> Quand toutes les forces sont dans le même plan P, en pre- 
nant un point de ce plan comme centre de réduction, on voit 
que les axes de tous les couples de translation sont perpendi- 
culaires au plan P, et il en est évidemment de même de Taxe du 
couple résultant. 

La résultante générale étant aussi située dans le plan P, toutes 
les forces considérées se réduisent à une, si la résultante géné- 
rale n'est pas nulle. Elles se réduisent à un couple si la résul- 
tante générale est nulle, à moins que les forces ne soient concou- 
rantes, auquel cas le système est en équilibre. 

3° Quand toutes les forces sont parallèles à une même droite D, 
si Ton prend comme centre de réduction un point quelconque 
de l'espace, les axes de tous les couples de translation sont 
situés dans le plan mené par 0, perpendiculairement à D ; il 
en est de même de l'axe du couple résultant ; par conséquent 
Taxe du couple résultant est perpendiculaire à la résultante 
générale et, si la résultante générale n'est pas nulle, le système 
se réduit encore à une force ; il se réduit à un couple si la résul- 
tante générale est nulle, et il est en équilibre si la résultante 
générale est nulle ainsi que l'axe du couple résultant. Nous 
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démontrons ainsi à nouveau que toutes les forces parallèles 
appliquées à un corps solide peuvent être remplacées par une 
force unique ou par un couple. 

173. Théorème. — La projection sur la résultante générale 
roupie résultant relatif à un point est constante quel 
oint. 

'abord la réduction en un point quelconque 
soient OG et OR l'ase du couple résultant et la 
ënérale. Pour faire ensuite la réduction en un autre 
nque 0', on peut transporter OR et OG parallèle- 
ment à eux-mêmes en O'R' et 0'G',puis 
adjoindre au système un couple d'axe 

^ O'H perpendiculaire au plan O'OR et, 

par suite, perpendiculaire à O'R'. La 
somme géométrique O'I, de (VG' et de 
O'H, sera l'axe du couple résultant rela- 
tif au point 0'. Mais la droite O'H étant 
___^ perpendiculaire à O'R', sa projection 
" sur O'R' est nulle; il en résulte que la 
,j projection de O'I sur O'R' est la même 

que celle de O'G' sur la même droite et, 
même que celle de OG sur OR, ce qui démontre 



entrai des inomenu. — On appelle ainsi le lieu des 
points tels que l'axe du couple 
résultant relatif à chacun d'eux 
soit minimum ; ce lieu est une 
droite. 

Pour le démontrer appelons 
OG [fig. 103) l'axe du couple ré- 
sultant relatif à un point 0, et ç 
__rangle de OG avec la résultante 
■ ^"^^ générale. Si k est la valeur cons- 

duit OGcosç, l'égalité OG cos ç = A montre 
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que OG est minimum quand cos <p est maximum, c'est-à-dire 
quand <p = ; donc Taxe central est aussi le lieu des points 
pour lesquels Taxe du couple résultant est parallèle à la résul- 
tante générale. Cherchons donc ce dernier lieu. 

Pour cela, appelons OR et OG la résultante générale et l'axe 
du couple résultant relatif à un point 0. Prenons comme plan 
de la figure le plan P mené par OR perpendiculairement au plan 
ROG, et décomposons le vecteur OG en deux autres, Og et 
OH, le premier situé dans le plan P, le deuxième perpendicu- 
laire à ce plan. Si on veut transporter la force R parallèlement 
à elle-même dans le plan P d'un côté ou de l'autre de sa ligne 
d'action ar'x, il faut introduire un couple dont le sens change 
quand on passe d'un côté de x'x à l'autre. Il y a donc une région 
du plan P telle que, si on y transporte la force R parallèle- 
ment à elle-même, le sens du couple de translation qui en 
résulte soit opposé à celui du couple dont l'axe est OH. Dans 
cette région prenons la droite y'y parallèle à a/x et telle que le 
produit de R par la distance 01 du point à j/'v soit égal à 
OH ; de sorte que si on transporte R parallèlement à elle-même, 
de manière à l'appliquer en un point quelconque o) de y'y, on 
introduit un couple dont l'axe est égal et opposé à OH. Pour ce 
point, et par suite pour tout point de j/'y, l'axe du couple résul- 
tant se réduisant à 0^ est parallèle à la résultante générale. 
Comme cette propriété ne subsiste évidemment pour aucun autre 
point, la droite y'y est l'axe central des moments; cette droite 
coïncide avec la résultante générale, quand le système des forces 
se réduit à une seule. 

175. Droites de nul moment. — On appelle ainsi les droites 
telles que le moment résultant par rapport à chacune d'elles soit 
nul. Par tout point de l'espace il passe une infinité de ces droites 
situées dans un plan. En effet, si on fait la réduction pour un 
point 0, le moment résultant par rapport à un axe a passant 
par ce point est la projection sur a de l'axe du couple résultant 
relatif au point 0. Cette projection est donc nulle quand A est 
situé dans le plan mené par perpendiculairement à l'axe du 
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couple résultant ; il en résulte que toutes les droites menées par 
dans ce plan sont des droites de nul moment. 

Toutes les droites de nul moment forment ce que Plûcker a 
appelé un complexe linéaire. 

a équilibre, toutes les droites de l'espace sont des 
1 moment. 

'ème de Chastes et de Mtiblus. — Dequelque façon 
à deux Us forces appliquées à un corps solide, le 
raédre construit sur ces deux forces est constant. 
que lesforcesappliquées à un corps solide aient été 
lis, P et Q (fig. 104), appliquées respectivement 
B. Transportons la force P parallèlement à elle- 

mèmeen BF, et construisons la somme 

R géométrique R de P' et de Q. Si nous 

.^^\ menons le vecteur BG normal au plan 

ABFP et égal en grandeur à l'aîre du 
P' '^ parallélogramme de même nom, BB 

sera la résultante générale du système 
"*"? des forces et BG représentera le couple 

résultant relatif au point B. Par suite, 

si l'on appelle 9 l'angle des deux vec- 
tG, le produit BG.BR cos ? est constant, puisque 
)s ip sont respectivement la résultante générale 
m de l'axe du couple résultant sur la ligne d'action 
ite. 

le tétraèdre construit sur AP et BQ a pour base la 
re du parallélogramme APP'B, et pour hauteur la 
loint Q au plan de ce parallélogramme ou, ce qui 
;me, la distance RH du point R au même plan. En 
le volume de ce tétraèdre, on a donc 
t 



HR=BRcos?; 
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donc 

V= g-BG.BRcoscp. 

Le produit BG.BRcoscp étant constant, le théorème est 
démontré. 

177. Bemarquë. — Quand on a réduit à deux toutes les forces 
appliquées à un corps solide, toute droite qui s'appuie sur les 
lignes d'action de ces deux forces est une droite de nul moment, 
car le moment de chacune des deux forces par rapport à Tune 
quelconque de ces droites étant nul, il en est de même du 
moment résultant du système par rapport à cette droite. 
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se «t poida. — Parmi toutes les forces naturelles, 
jn observe le plus facilement est la pesanteur ; ses 
inifestent continuellement. 

n élève au-dessus du sol des corps d'espèces différentes 
abandonneàeux-mêmes, on constate qu'ils tombent 
vant une même direction qu'on appelle la verlicate du 

ains corps, qui flottent ou qui s'élèvent dans l'air, la 
)n n'est qu'apparente : ce sont des corps légers à 
l'ace et qui sont arrêtés par la rt^sistance de l'air ou 
rps moins lourds que l'air lui-même et qui s'élèvent 
me propriété des fluides énoncée par Pascal. 
m fait l'expérience dans le vide, on constate que tous 
mbent également vite. 

ate également que la pesanteur agit sur les petites 
natérielles en écrasant un corps de façon à le réduire 
très petites et en recommençant l'expérience. On 
. qu'elle agit sur les dernières particules matérielles, 
Seules elles-mêmes ou points matériels dont les corps 

ttentive des lois de la chute des corps, étude exposée 
;s traités de physique avec les expériences confirma- 
re que dans un même lieu tous ces mouvements sont 
lents rectilignes, verticaux, dirigésde haut en bas et 
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uniformément accélérés. L'accélération est la même dans chacun 
d'eux ; elle a pour valeu»-, à Paris et dans le vide, g = 9,8096, 

1 

ou ^ = 9,81, à moins de ^^ près par excès. 

Il résulte de là que dans un même lieu un point matériel 
déterminé est toujours sollicité par une force constante en gran- 
deur et en direction que Ton appelle son poids. Cette force est 
verticale et descendante; elle produit sur le point abandonné à 
lui-même et dans le vide un mouvement rectiligne, vertical, 
descendant et uniformément accéléré, dont l'accélération a pour 
valeur numérique le nombre g = 9",81. 

Appelons p le poids de ce point et m sa masse ; nous aurons 
p = mg^ d'après la convention fondamentale qui a été faite. 

S'il s'agit d'un corps solide ou système de points matériels de 
dimensions ordinaires, tous les points matériels qui le composent 
sont sollicités par des forces sensiblement parallèles, respective- 
ment égales à leurs poids ; elles se composent en une force uni- 
que égale à leur somme, parallèle à chacune d'elles et appliquée 
au centre de gravité du système. Cette force s'appelle le poids du 
corps. Si nous appelons en même temps masse du corps la 
somme des masses des points matériels qui le composent, nous 
aurons entre les éléments ainsi définis la relation 

p = M^. 

Pour nous en rendre compte avec netteté, désignons par 
pi, p2, . . . , p„ les poids des n points matériels qui composent le 
système, par mi, m2, . . ., m„ leurs masses; appelons P la somme 
des poids p^, M la somme des masses m^, et écrivons les rela- 
tions qui correspondent aux n points matériels; nous aurons 

p^ = rriig, p% = m^g, . . . , ;>„ = w„^, 

et, par suite, en ajoutant toutes ces égalités membre à membre, 

P = M^. 

179. Les trois unités fondamentales. — L'équation précé- 
dente montre qu'il suffit de connaître deux des trois nombres 
P, M et p pour obtenir le troisième ; chacun d'eux s'exprime à 

MÉCAN. (CENTP.) 11 
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Faide de certaines unités, non indépendantes d'ail leurs, qui 
interviennent dans tous les problèmes de mécanique et que nous 
allons faire connaître. 

Le nombre P s'exprime à l'aide d'un poids particulier pris pour 
nnité et auquel on compare tous les autres. L'unité légale est le 
gramme ; c'est le poids d'un centimètre cube d'eau distillée, à la 
température du maximum de densité (environ 4^* centigrades), 
à Paris et dans le vide. 

L'unité pratique, d'usage courant, est le kilogramme, qui vaut 
1000 grammes. C'est, dans les mêmes conditions, le poids d'un 
décimètre cube d'eau. On a construit avec le plus grand soin un 
kilogramme étalon en platine, que l'on conserve aux Archives et 
qui sert à contrôler les poids usuels. 

L'égalité F = my consacre cette idée a priori que nous 
avons sur les forces de la nature et qui nous les fait regarder 
comme étant des grandeurs de même espèce. Le nombre F, 
dans le système d'unités indiqué antérieurement, sera donc 
exprimé en kilogrammes, en multiples du kilogramme, en 
grammes, et en sous-multiples du gramme. 

Les nombres g et -j, qui sont des valeurs numériques d'ac- 
célération, s'expriment, comme cela a déjà été vu en cinémati- 
que, à l'aide de deux unités fondamentales : Vunité de longueur 
et Vunité de temps. 

Le nombre M peut se déduire alors de l'égalité P = Mj', 
quand P et ^ sont évalués tous les deux. 

A ce point de vue, les masses sont des grandeurs dérivées ; 
l'unité de masse est une unité dérivée qui dépend des unités de 
longueur, de temps et de force. Vunité de masse est la masse 
d'un point matériel qui prendrait une accélération égale à 1, 
dans l'unité de temps, sous l'influence d'une force égale à 1. 
Cette définition ne se prête pas à l'évaluation pratique des mas- 
ses, ni même à celle de l'unité de masse. On revient alors à 
l'égalité P = Mgf et l'on voit, en particulier, que, pour avoir 
M = 1, il faut prendre f = g. L'unité de masse sera donc la 
masse d'un corps pesant 9,81 . 

Pour des raisons que nous allons exposer sommairement, il 



ax^.». 
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y a avantage à prendre les masses comme grandeurs fondamen- 
tales et à déflnir directement Tunité de masse. 

Le poids d'un corps placé à la surface du sol dépend en effet 
de sa distance au centre d'attraction de la Terre ; cette distance 
augmente quand on se rapproche de Téquateur et diminue 
quand on se rapproche du pôle ; pour cette raison le poids d'un 
corps déterminé diminue dans le premier cas et augmente dans 
le second. 11 y a une autre cause importante de variabilité du 
poids qui agit d'ailleurs dans le même sens que la précédente: 
tous les corps placés à la surface de la Terre sont entraînés avec 
elle dans son mouvement de rotation autour de son axe et tour- 
nent d'autant plus vite qu'ils sont plus près de l'équaleur ; 
chacun d'eux est, en vertu de ce mouvement, soumis à l'action 
d'une force dite cenlrifuge^ qui tend à Téloigner du sol et qui 
diminue l'intensité de la pesanteur, c'est-à-dire le poids du corps ; 
cette force centrifuge augmente avec la vitesse, elle est donc 
nulle au pôle et maximum à l'équateur. 

Ces deux causes concordent et font que le poids d'un corps 
déterminé que l'on déplace à la surface de la Terre augmente 
avec la latitude de la position variable qu'il occupe. 

Si donc on prend pour unité de force le poids d'un corps 
déterminé comme il a été indiqué antérieurement, il faudra, 
indépendamment des conditions physiques particulières destinées 
à assurer l'invariabilité du poids, fixer en outre le lieu où l'on 
évalue ce poids. 

La masse d'un point matériel ou d'un corps, elle, est 
invariable, indépendante de la position que ce corps occupe 
dans l'espace. Pour ces raisons, on a choisi les masses comme 
grandeurs fondamentales et fixé l'unité de masse ; on en déduit 
l'unité de force et l'évaluation des forces. L'unité de masse est 
le gramme-masse ; c'est la masse d'un centimètre cube d'eau 
distillée à la température du maximum de densité. 

Dans le système C. G. S., l'unité de longueur adoptée est le cen- 
timètre, l'unité de masse, le gramme-masse^ l'unité de temps, la 
seconde sexagésimale de temps solaire moyen. Le gramme-poids 
est, à Paris, le poids du gramme-masse. 
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L'unité de force est la dyne ; c'est la force qui communique 
dans Tunité de temps à un point matériel ayant une masse égale 
à l'unité une accélération égale à Tunité de longueur. A Paris^ le 
gramme-poids communique au gramme-masse une accélération 
égale à 9", 81 ou à 981*=" ; cette force vaut donc 981 fois Tunité de 
force environ. La dyne est donc à peu près égale à la 981® partie 
du poids d'un centimètre cube d'eau distillée, à Paris, à la tem- 
pérature du maximum de densité. Le kilogramme vaut de même 
981000 dynes. 

On appelle mégadyne une force égale à un million de dynes. 
Cette force correspond à l'unité de force pratique : elle est un 
peu supérieure à un kilogramme. 

180. Dimensions des grandeurs de la mécanique. — Toutes 
les grandeurs autres que les trois grandeurs fondamentales 
signalées, vitesses, accélérations, forces, etc., sont des grandeurs 
dérivées qui se calculent à l'aide de celles-ci. Leurs unités corres- 
pondent à celles qui ont été définies dans le paragraphe précé- 
dent; ce sont la vitesse, l'accélération, la force, etc., qui ont 
pour mesure le nombre un. 

' Considérons, par exemple, une vitesse; c'est le quotient d'une 
longueur par un temps. Si donc on désigne par V une certaine 
vitesse, par L et T une longueur et un temps convenablement 
choisis, on aura V = LT~^ 

De même l'accélération est le quotient d'une vitesse par un 
temps et l'on a, de la même façon que précédemment, 
r = YT-^ = LT~^ ; dans cette équation r représente une 
accélération. 

Si on appelle F une certaine force et M une certaine masse, 

on aura de même 

F = Mr = MLT-^ 

Les trois équations que nous venons d'écrire et qui expriment 

d'ailleurs de véritables égalités, si les nombres qui les composent 

sont bien choisis, sont les équations de dimensions de la vitesse, 

de l'accélération et de la force. La vitesse est de dimension un 

par rapport aux longueurs, de dimension moins un par rapport 

aux temps. 
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L'accélération est de dimension un par rapport aux longueurs, 
de dimension moins deux par rapport aux temps. 

Enfin la force est de dimension un par rapport aux masses 
et aux longueurs, et de dimension moins deux par rapport aux 
temps. 

De réquation qui donne la force, on déduit M = FT^L"*. Si 
donc on prenait les forces comme grandeurs fondamentales, la 
masse serait de dimension un par rapport aux forces, deux par 
rapport aux temps et moins un par rapport aux longueurs. 

L'équation de dimensions a l'avantage de permettre de faire 
aisément les changements d'unités. Quand il s'agit d'une gran- 
deur fondamentale, telle que le temps ou la longueur, il est 
évident que si on prend une unité x ou A fois plus petite, le 
nombre qui mesure cette grandeur devient t ou X fois plus 
grand: T devient Tx, L devient LX. Par conséquent, s'il s'agit de 
vitesse, d'accélération ou de force et que l'on désigne par 
V, r, F les nombres qui les mesurent dans le système primitif 
d'unités, par V, r', F les nombres qui les mesurent dans le 
nouveau système, on aura T = (LX)(Tt)-S r' = (LX)(T'u)-2, 

F = (Mhi)(LX)(Tx)-2, et, par suite, V = V -, T' = r l» 

181. Exercices. — 1<* Un piéton fait 1^*" en 10 minutes; 
trouver sa vitesse en unités C. G, S. 

L'unité de longueur nouvelle étant le centimètre, X = iOOOOO; 

l'unité de temps étant la seconde sexagésimale, x = 600. La vitesse 

, , .X .^ 100000 1000 * 

dans le nouveau système est donc ^^^ — ou — ^ — 

^ 600 6 

2** L'accélération d'uncorps qui tombe le long d'un plan incliné 
est de 2°, 50 en 5 secondes ; trouver V accélération dans le sys- 
tème C, G. S. 

Ici,ona X = 100, x = 5; donc r' = r -^ =4r = 10. 

3° Dans l'exemple précédent^ trouver la force qui sollicite le 
mobile en dynes^ son poids étant de l8'',5. 
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On a P = m-! = iOm; or ici m = 1,5. Donc F = 15. La 
question actuelle a été traitée directement en s'appuyant sur 
l'égalité fondamentale F = my, et sur ce fait que les masses 
sont proportionnelles aux poids dans un même lieu. 

4° On prend comme unilé de longveur le centimètre, comme 
unité de masse la mmse de un centimètre cube d'eau distillée à 4" 
centigrades, et comme unité de force le poids, à Paris, de cette masse 
d'eau. On demande d'évaluer l'unité de temps dans ce système. 

Dans le système C. G. S, la force choisie pour unité actuelle 
vaut 981 dynes ou 9S1 ; nous avons donc 
981 = MLT-'. 

Dans le système actuel, ce nombre se réduit à 1, M et L ne 
changent pas, T devient Tt ; nous avons alors 

1 = ML(Tt)-» ; 
par suite, une simple division nous donne ^' = 981, puis 
T = j/îigï. L'unité de temps actuelle est doue égale à 
-y -= -i en secondes sexagésimales de temps solaire moyen. 

182. Champs el lignes de force. Forces électriques et ma- 
gaétiques. — Pour éclaircir cette notion, nous ferons appel 
aux phénomènes bien connus dus à l'action de la pesanteur et 
à deux expériences très simples que l'on fait en physique dans 
l'étude du magnétisme et dans 
l'étude des courants électriques. 
La première se réalise en pla- 
çant un barreau aimanté sous une 
feuille de carton horizontale [fig. 
105) et en laissant tomber une 
pluie de limaille de fer sur le 
carton au travers d'un tamis. Si 
l'on imprime au carton de pe- 
tites secousses qui permettent aux 
Fig. 105. - specire magréiique d'un grains de limaille de se déplacer 
à sa surface, ceux-ci se groupent 
de façon à dessioer sur le carton le contour du barreau et 
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à former en outre de longs filaments qui vont converger vers les 
pôles. Cette figure est connue sous le nom de spectre magnétique. 
Cela nous montre que 
chaque grain de limaille 
est sollicité par une force 
due à l'action du bar- 
reau aimanté. Les divers 
' grains placés sur un 
même filament se tien- 
.s.iign«de(o«e "«"' mutuellement en 
;iique. équilibre, de sorte que 

la force qui sollicite chacun d'eux 
[ est tangente à <%tte ligne. C'est ce 
1 qu'on nomme une ligne de force 

{fig- 106): 





La seconde expé- 
rience se réalise à 
l'aide d'une feuille 
de carton horizontale 
[fig. 107) traversée par 
un fil métallique 
vertical parcouru par un courant suffisamment intense. Si l'on 
projette sur le carton de la limaille de fer, les grains viennent se 
grouper de façon à dessiner sur le carton des circonférences 
concentriques ayant leur centre sur l'axedu fil; ce sont les lignes 
de force dans le champ actuel (fig. i08), de sorte que la force qui 
sollicite chaque point est perpendiculaire au plan passant par le 
point et le courant. 

Cela posé, on appelle champ de force une portion de l'espace 
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telle que tout point matériel d'une certaine espace situé dans cet 
espace y soit soumis à l'action d'une force. 

Les champs de force où se manifeste l'action de la pesanteur 
sont formés par des portions quelconques de l'espace qui envi- 
ronne la Terre, 

Un champ magnétique est formé par une portion de l'espace 
qui entoure un barreau aimanté et dans laquelle tout morceau 
de fer est soumis à une force attractive provenant de l'aimant. 

Un champ électrique est, par exemple, la portion de l'espace 
qui environne une sphère électrisée et dans laquelle chaque 
point matériel électrisé est soumis à une force attractive ou ré- 
pulsive. 

On appelle champ de force constante ou champ uniforme un 
champ dans lequel la force qui agit sur un point matériel déter- 
miné est constante en grandeur et en direction, quelle que soit 
la position du point dans le champ. Si l'on prend un espace 
assez restreint à la surface du globe, cet espace constitue sensi- 
blement un champ uniforme pour la pesanteur. Toutefois il ne 
faut pas oublier que l'action de la pesanteur sur un point matâ- 
riel varie en grandeur et en direction quand le point se déplace: 
en réalité, toutes les forces dues à la pesanteur vont concourir au 
centre d'attraction de la Terre, et l'intensité de celle qui agit sur 
un point matériel déterminé diminue quand l'altitude augmente, 
et augmente avec la latitude, 

La force qui sollicite une masse placée sur un point d'un 

champ de force est proportionnelle à la masse de ce point. C'est 

ainsi qu'on délinit l'idée de masse dans son acception la plus 

générale. Si on considère, par exemple, un point électrisé placé 

dans un champ électrique, ce point sera sollicité par une force 

dont l'intensité varie avec l'état électrique du point ; on admet 

;e intensité est proportionnelle à la masse électrique du 

)n introduit aussi un nouveau coeflicient numérique que 

vient à évaluer en définissant une unité de masse électri- 

étudiant l'action de la force du champ sur le point cor- 

lant et en la comparant à celle qu'il exerce sur le point 

1 primitivement envisagé. 
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Quanta la force elle-même, si elle communique un mouve- 
ment au point matériel, elle est reliée à Taccélération produite 
par l'égalité F = my, dans laquelle le nombre m représente la 
masse ordinaire du point. Cette force qui agit sur un point ma- 
tériel du champ, en vertu de l'action générale de ce champ, a 
toujours la même direction en ce point, de sorte qu'on peut 
regarder les coefficients directeurs de la demi-droite correspon- 
dante comme étant des fonctions déterminées des coordonnées 
du point envisagé dans un certain système d'axes. Les compo- 
santes de cette force ont des expressions delà forme hi/*(x, y, 2), 
l^g{x^ y, z), ixh{x, y, z), les fonctions f^ g^ h^ étant les mêmes 
dans tout le champ ; les valeurs numériques varient avec x^y^z. 
Dans un champ de force, on appelle surface de niveau, une 
surface telle qu'en chaque point la force du champ lui soit nor- 
male. On démontre en analyse que ces surfaces forment un fais- 
ceau simplement infini dont l'équation peut se mettre sous la 
forme F(x, y, z) = C'« = C, G pouvant prendre arbitraire- 
ment toutes les valeurs comprises entre certaines limites. Il passe 
une surface de niveau en chaque point du champ ; il ne peut 
pas en passer deux, puisque la force en ce point a une direction 
déterminée. 

On appelle lignes de force les trajectoires orthogonales aux 
surfaces de niveau. Il en passe une et une seule en chaque point 
du champ : la raison est la même que celle que nous venons de 
donner. Deux lignes de force ne peuvent se couper dans le 
champ. 

Il résulte de la définition des lignes de force qu'en chaque 
point d'une telle ligne la force du champ lui est tangente ; ce 
sont donc les enveloppes des lignes d'action de toutes les forces 
du champ. 

Dans les deux expériences si curieuses que nous avons suc- 
cinctement rapportées les lignes de force se dessinent elles- 
mêmes ; tandis que les lignes de niveau n'apparaissent pas 
directement et doivent être conçues comme étant les trajectoi- 
res orthogonales de celles-ci. 

Considérons un champ de force constante et prenons pour 
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exemple une salle de dimensions assez restreintes soumise à 

l'action de la pesanteur et dégagée de toute autre influence. Dans 

ce champ, les surfaces de niveau sont des plans horizontaux et 

les lignes de force des verticales ; ces dernières se confondent 

dans le cas actuel avec les véritables trajectoires parcourues 

par les points matériels du champ lorsqu'on les abandonne à 

ans vitesse initiale à l'action de leurs propres poids. 

re propriété des lignes de force n'est vraie que 

;nes sont des lignes droites. 

par une définition : 

e iniemité d'un champ de force en un point la 
np qui solliciterait l'unité de masse (') condensée 
L'intensité de la pesanteur, à Paris, est g-=:. d,81> 
tnd pour unité de longueur le mètre et pour unité 
«conde. 

; du mouvement d'un polut â l'aide des projecllons 
ment sur trois axes de coordonnées.— Nous em- 
mme on le fait habituellement, des axes rectan- 
lis rien n'empêche de se servir d'axes obliques : 
tmplacer sur chaque axe les projections orthogo- 
projections obliques faites parallèlement au plan 
res axes. 

1 vu en cinématique que si l'on projette sur un axe 
parallèlement à un plan également quelconque, 
it d'un point mobile et si l'on envisage le mouve- 
Jfini pour un point matériel qui coïnciderait cons- 
c la projection du premier, la vitesse et l'accélé- 
lecond mouvement sont à chaque instant les pro- 
vitesse et de l'accélération du point de l'espace. 
mcore de l'étude que nous avons faite de la dérivée 
d'un vecteur, 
alors par X, Y, Z les projections sur tes axes ou 



X 
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les composantes de la force F qui sollicite le mobile, par y 
l'accélération, y^i Yi/> ïz ses projections sur les axes ; nous 
aurons X = wy^t, Y = wiYy, Z ^ mYs. En effet, les deux vec- 
teurs F et Y appartiennent à une même série de vecteurs en 
ligne droite ou parallèles à une même droite ; le rapport de leurs 
projections sur un axe quelconque est donc égal au rapport de 
leurs valeurs algébriques, et Ton a, en particulier, 

X_Y_Z_F_ 

m étant la masse du point matériel envisagé. 
Si maintenant nous représentons par 

les équations des mouvements des projections du point sur 
Oar, Oî/jOz, et si nous désignons par 

x" = f"{t), y" = m, z"=h"[t), 

les dérivées premières et secondes des trois fonctions x^y^z, 
nous savons que y^ = ^'\ ty = î/"? ï^ = ^" l P^^ suite, les 
composantes de la force F sont reliées aux projections du mou- 
vement par les trois équations fondamentales 

(1) X = mx% Y = my", Z = mz". 

Ces équations donnent immédiatement la solution du pro- 
blème suivant : 

184. Étant données la masse d'un point et les projections de 
son mouvement, trouver la force qui le sollicite. — D^abord 
nous trouvons de suite les valeurs de X, Y, Z à l'aide de deux 
ditférentiations successives effectuées sur les fonctions ar, t/, z, 
par rapport à t ; puis, en désignant par F la valeur numérique 
de la force qui sollicite le mobile, par cos a, cos p, cos y 
les cosinus directeurs de sa direction, 

X = Fcos a, Y = Fcos ^ Z = Fcos y, 
avec 

COS^a -h COS^p H- COS^ y = * • 



\ 

V 



y 



172 DÏNAMIQUË ET STATIQUE 

Ces équations nous donnent immédiatement 
i F = -H v/X' + Y*+Z', 

i>»\\ X „ Y Z 

3SI = p-. ces? = Y' COSY = y, 

me est complètement résolu au point de rue numé- 



it données la masse d'un point e( la lorce qui le solll- 
r son mouvement. — La solution de ce problème, 
)récédent, se déduit de même des équations fonda- 
I). Ici les données sont X, Y, Z et m, les incon- 
. Nous avons 

K)ns les forces X,Y,Z connuesen fonction du temps 
gConnuesaussi les fonctions ft{t),g%{t), h{l). 
1 par /■,(() une fonction primitive de /a((), par gt{l) 
n primiti ve de gi{t) et par k,{t) une fonction primi- 
; de même par f(i), g(t), k{t} des fonctions primi- 
)> gi(Oi ^'(0 1 nous avons successivement 

= AW + ». 
= »,(0 + c, 

t certaines quantités constantes, indépendantes de l ; 
I x = t{t)-\-ai-\-a', 

(4) y = g{t)+bi^b', 

\ z = h{t) -\- et --r d y 

it de nouvelles constantes. 
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Le problème tel qu'il est posé n'est donc pas complètement 
résolu : il reste à déterminer les valeurs des six constantes. Nous 
y parviendrons en nous donnant les circonstances initiales du 
mouvement^ c'est-à-dire la position et la vitesse du mobile à 
une certaine époque Iq, à partir de laquelle nous voulons étudier 
le mouvement. Appelons, en effet, Xq, j/q, Zq les coordonnées du 
mobile à l'époque f^, a/^^ y'^, z'^ les projections de sa vitesse sur 
les axes; nous aurons d'abord 

^0 = fi(to) -ha, t/i = gi{t^) -4- 6, < = HQ + c» 
ce qui nous donnera a, 6, c, et ensuite 

^0 = f{Q -+- «^0 + ^'^ 

î/o = ffM -^bto-hb', 

Zq = h{t) -h ct^ 4- C, 
d'oîi nous déduirons a\ b\ c'. Le problème est alors entière- 
ment résolu et les équations (3) et (4) donnent à chaque ins- 
tant la vitesse et la position du mobile. 

186. Mouvement d'un point sonmis à Taction d'une force 
constante. — Si un point matériel est soumis à Faction d'une 
force constante en grandeur et en direction, à l'action de la 
pesanteur, par exemple, dans un champ assez peu étendu pour 

qu'on puisse y négliger les variations 
de g, le problème devient particu- 
lièrement facile à traiter. Nous le 
résoudrons d'abord dans deux cas 
simples : le cas où le point matériel 
est abandonné à lui-même sans vi- 
tesse initiale, et le cas où il est lancé 
dans la direction de la verticale avec 
une certaine vitesse initiale ascen- 
dante ou descendante. 

Dans le premier cas, prenons pour 
axe des z la verticale descendante 
passant par le point matériel {fig. 
^*^* *^^' 109), et pour axes des x et des y 

deux droites orientées quelconques perpendiculaires entre elles 
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et à Oz et passant par la position initiale du point ; prenons en 
outre pour origine des temps l'instant précis ôîi le mobile 
commence à tomber, où il est abandonné à lui-même. 

La force qui sollicite le point matériel est ici mg ; elle est 
parallèle à Oz et a le même sens que la direction positive de cet 
axe. Les équations fondamentales deviennent, dans le cas ac- 
tuel, 

J^' = 0, / = 0, z'^g; 

elles donnent de suite 

x' =a, y' = 6, z' =z gt-hc; 

or, à Porigine des temps, < = 0, la vitesse du point est nulle, 
donc a, 6 et c sont nulles aussi ; par suite, 

x' = 0, y'=0, z' = gt; 

d'où x = a\ y = //, z = -^ -f-c', et, comme pour ^ = 

le mobile est à l'origine des coordonnées, nous voyons en outre 
que a', ^', c' sont aussi nulles. Nous avons donc finalement 

a? = 0, y = 0, z= Y". 

Les deux premières équations montrent que le mouvement 
est rectiligne, s'effectue sur Oz, et les lois de ce mouvement sont 
fournies par les deux équations 

e = z = -^ et V = z =z gt ' 

Ce sont les lois d'un mouvement uniformément accéléré sur 
Oz, et descendant. 

Si on considère un plan horizontal H situé à une distance h 
de 0, au-dessous de ce point, il est facile de trouver la vitesse 
avec laquelle le point le traverse : en faisant e = /i, on a 

f = y — » puis, V = y/igh, La vitesse est proportionnelle à la 

«7 

racine carrée de l'espace parcouru. 

Étudions maintenant le cas d'un point matériel lancé de haut 
en bas suivant la direction de la verticale avec une vitesse v^. 
Prenons des axes analogues aux précédents avec cette différence 



CHAMPS ET LIGNES DE FORCE 



175 



que la direction positive de Oz sera la verticale ascendante 
{fig. 110) et prenons encore pour origine des temps le moment 
où le point commence à s'élever avec la vitesse Vq. Les compo- 
santes de la force qui sollicite le mobile sont ici 0, 0, —mg, 
et les équations fondamentales, x" = 0, y" =0,2" = — g. Les 
deux premières donnent successivement comme dans le cas pré- 
cédent, 

a?' = 0, t/'=0, 
A et ,T=:0, y = 0, 

ce qui montre que le mouvement est 
rectiligne, qu'il s'effectue sur Oz. La 
dernière donne de même 



-' 

A 




X 



= v^^gt, z = Vo* — ^ ' 



e = z = vJ — 



Fig. 110. 



ce sont les lois du mouvement 

T' 

V = z' =Vo — gt. 
Le point est donc animé d'abord dans le sens Oz d'un mou- 

vement uniformément retardé : quand t croît de Oà— ^9 la 

9 
vitesse décroît depuis Vq jusqu'à 0, le mobile monte depuis le 

point jusqu'au point A dont la cote h s'obtient en faisant 



t = 



Vo 



dans e ; on trouve ainsi h = 



V, 



Ensuite la vitesse 



9 ' % 

devient négative et continue à varier proportionnellement au 

temps, le mobile descend d'un mouvement uniformément accé- 
léré ; comme il part du point A avec une vitesse nulle, il tombe 
du point A au point en suivant les mêmes lois que dans le 
premier cas, sa vitesse au point est donnée par v^ = 2gh, elle 
est donc égale et de sens contraire à la vitesse initiale vo. Ce 
résultat s'applique à un point quelconque de OA choisi pour 
position initiale du mobile ; le point matériel repasse donc en 
descendant en chaque point de OA avec une vitesse égale et de 
sens contraire à celle qu'il avait en montant. 
Pour apercevoir tous ces résultats avec les équations précé- 
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V 

dentés, posons /^ = — et considérons deux instants équidis- 
tants de Tinstant /ç, t^ ip t\ Tun antérieur, Tautre postérieur; 
nous aurons v = ±: gt\ et e -= h — g —-- Le mobile est 

donc au même point de OA aux deux époques signalées et ses 
deux vitesses y sont égales et de sens contraires. 

Quand le point matériel est lancé de haut en bas avec la vitesse 
initiale «o, il est animé d'un mouvement vertical, descendant, 
uniformément accéléré, dont les lois sont exprimées par les 
équations 

e = v^t^g —• 

Nous n'avons rien de particulier à dire sur ce mouvement, 
sinon qu'on peut le réaliser avec un corps tombant en chute 
libre d'une hauteur supérieure à celle du point considéré de la 



quantité ^ =-^ 

Il nous reste à dire quelques mots du mouvement d'un point 
matériel soumis à l'action d'une force constante et lancé primi- 
tivement dans une direction quelconque avec une vitesse ini- 
tiale Uq. Nous prendrons encore comme exemple un point 
pesant soumis seulement à l'action de son poids. 

Choisissons alors pour plan des xz le plan vertical mené par 
le point matériel dans sa position initiale et contenant la direc- 
tion de la vitesse initiale, pour axe des z la verticale de ce 
point dirigée dans le sens ascendant et pour axe des x une per- 
pendiculaire à Oz dirigée dans un sens tel qu'elle fasse un 
angle aigu « avec la vitesse initiale; l'axe des y, qui n'inter- 
viendra d'ailleurs pas dans la question, est la perpendiculaire au 
plan des deux autres. Nous prendrons pour origine des temps 
l'instant précis oii le point est lancé par une force de durée très 
petite quelconque avec la vitesse v^ et abandonné dès lors à 
l'action de son poids. Dans ces conditions, pour t = 0, les 
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coordonnées du mobile sont (0, 0, 0) et les composantes de la 
vitesse vq cos «, 0, Vq sin a. Les composantes de la force sont 
0,0, — mg^ de sorte que les équations fondamentales du 
mouvement sont 

x' = 0, y" = 0, z" = -^g. 
Nous en déduisons, en tenant compte dès circonstances ini- 
tiales du mouvement, 

a?' = t?jj cos «, y' = 0, z' = v^sinoL — gt; 

puis x=voCOSoLt^ y = 0, z = vosmoit — 9 -^' 

La seconde de ces équations montre que le mouvement s'ef- 
fectue dans le plan des zx ; les deux autres définissent la trajec- 
toire et le mouvement du point matériel dans ce plan. Le mou- 
vement projeté suivant Ox est un mouvement rectiligne et 
uniforme de vitesse rocosx, le mouvement projeté suivant Oz 
est d'abord uniformément retardé si a est positif, c'est-à-dire si 
la vitesse initiale fait un angle aigu avec Oz; la vitesse de 

ce mouvement devient nulle au bout du temps t^ = -^ , 

puis ce mouvement devient uniformément accéléré dans le sens 

descendant avec l'accélération g ; le point traverse à nouveau le 

plan horizontal de sa position initiale quand z redevient nul, 

, ,. , , 2uo sin a , 
c est-à-dire au bout du temps t = La trajectoire est 

une parabole dont les deux équations, à l'aide du paramètre ^ 
sont 

X = Vo cos a ^ Z = VoSmoLt -^ g — ; 

c'est une parabole 
d'axe vertical {fig, 
111) dont la conca- 
vité est dirigée vers 
le bas et dont l'équa- 
tion cartésienne or- 
^'8- 111- dinaire s'obtient en 

éliminant t entre les deux équations : ce calcul donne 

MéCAN. (CENin.) 42 
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L'axe de cette parabole a pour équation x = -î— sin acosi, 

9 

et les coordonnées du sommet sont x = — sin a cos i, 
z = -î-5 ; c'est le point en lequel la tangente est horizon- 
tale, où :' = 0. D'apK-s ce que nous avons vu précédemment, 
à deux époques éqiiidistantes de („ = , les deux va- 
leurs de z sont égales, le point est à la même hauteur, et les 
deux valeurs de z' sont égales et de signes contraires ; les 
vitesses sont égales, mais symétriques l'une de l'autre par 
rapport à l'horizon. A partir de l'époque 2t„, le point passe au 
dessous du plan horizontal initial et continue à décrire la para- 
bole avec une vitesse croissante et de moins en moins inclinée 
sur la verticale. 

Le carré de la valeur numérique de la vitesse est donné par 
v^ = 3;'' -+- z'^, 
ou 

d' = vo^ — 2v„gl sin ai-hg^t^, 
c'est-à-dire, en comparant avec la valeur de ; fournie par l'une 
des équations précédentes, 

11 en résulte' que la vitesse est minimum lorsque z est 
maximum, c'est-à-dire quand le point est au sommet de la 
parabole ; la valeur minimum d'ailleurs déjà obtenue esË 
Do cos a. Ainsi, quand le mobile se déplace depuis le point 
jusqu'au sommet B, la vitesse décroit depuis v^ jusqu'à 
ï>o cos a ; elle croit ensuite et croîtrait indéliniment si le mobile 
n'était pas arrêté par le sol. 

de du jet. — On appelle ainsi l'abscisse du point C 
iclile frappe le sol; on l'obtient en faisant z =0 
ition de la parabole, ce qui donne 
v\ sin 2a 
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On voit, ce qui était du reste évident a priori^ qu'elle est double 
de l'abscisse du sommet. Quand le mobile arrive en C, sa vitesse 
est égale à la vitesse initiale Vq, 

L'amplitude du jet est proportionnelle au carré de la vitesse 
et dépend en outre de l'angle a. Pour une même vitesse initiale, 
elle est maximum lorsque sin2a=i, c'est-à-dire lorsque 

OL = 45° ; elle est alors égale à — ^• 

9 

EnQn, elle reste évidemment la même quand on donne à a des 
valeurs complémentaires. 

Direction suivant laquelle il faut lancer le projectile pour 
atteindre un point donné. — Soient a et c les coordonnées 
du point donné; elles doivent vérifier l'équation de la parabole 
et par suite les valeurs de a qui définissent la direction cher- 
chée sont fournies par l'équation 

ga^ 
c = a tg a - 



2v2 cos* a 

qu'on ramène immédiatement à l'équation du second degré 
en tg a, 

ga^ tg2 a — 2au5 tg x -f- ga^ -h 2ct?2 = 0. 

Parabole de sûreté, — Pour que les racines de cette équation 
soient réelles, il faut que la condition 

v:^g[ga'^2cvl]>0 

soit remplie; or, si l'on y regarde a et c comme des coordon- 
nées courantes, le premier membre de cette inégalité égalé à 
zéro représente une parabole dont le sommet situé sur l'axe 

des z a pour ordonnée ^9 dont le foyer est l'origine et dont 

par suite le paramètre est — • L'inégalité signifie alors que le 

point donné doit être situé à l'intérieur de la parabole repré- 
sentée par l'équation 

vl^g(gx'^2vlz)=0. 

Cette parabole est appelée parabole de sûreté. 

Elle est évidemment l'enveloppe des trajectoires quand on 
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fait varier Tangle a, en laissant la vitesse initiale constante, et 
quand le point est sur la parabole de sûreté, Téquation en tg a 
a ses racines égales, de sorte qu'il y a une seule trajectoire pas- 
sant par le point donné (a^ c). Il y en a deux quand ce point est 
à Tintérieur de la parabole de sûreté, et il n'y en a aucune dans 
le cas contraire. 

Lorsque le point est à l'intérieur de la parabole de sûreté, 
chacune des deux trajectoires qui passent par ce point peut le 
rencontrer soit en montant soit en descendant. Pour distinguer 
ces deux cas Tun de l'autre, il suffit de comparer Tabscisse a du 
point donné à celle du sommet de la trajectoire. 

Soit a' l'abscisse du sommet; si l'on a a! <!^a^ la rencontre 
a lieu en descendant; dans le cas contraire, la rencontre a lieu 
en montant. 

487. Mouvement d'un point soumis à l'action d'une force 
attractive vers un centre fixe et proportionnelle à la distance da 
mobile au centre. — Plaçons-nous d'abord dans le cas où le 
point matériel est abandonné en une position A à l'action de 

l'attraction exercée par le 
jj • • point {fig. 112), sans 

vitesse initiale. Il est évi- 

fig. 112. , , I , 

dent alors que le mouve- 
ment s'eifectue sur la droite ÔA : un seul axe de coordonnées nous 
suffira, Taxe OA, pris pour axe des x et orienté dans le sens OA. 
Désignons OA par a et prenons comme origine des temps le mo- 
ment où le mobile part du point A pour se diriger vers le point 0. 
La force appliquée au point dans une quelconque de ses posi- 
tions, M, telle que OM = ar, a pour valeur algébrique —kx 
et l'équation fondamentale du mouvement est 

mx" = — kx ou x" = — (û^x, 

k 
en posant — = w^. 

m 

Multiplions les deux membres de cette équation par tx' et 

remontons aux fonctions primitives, nous aurons 
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a/* = — a)'a?* + ct^; 

pour déterminer la constante, nous écrirons qu'au point A la 
vitesse a?' est nulle, et nous aurons finalement 



puis 



= w: 



v/a^ — x^ 

nous avons pris le signe — dans le premier membre parce 
qu'au début du mouvement la vitesse x' est négative. En remon- 
tant encore une fois aux fonctions primitives, nous avons 

arc cos — = to^ h- c'« ; cette nouvelle constante est nulle, car 
a 

pour ^ = 0, X = a et arc cos 1 = 0. Finalement 

X = a cos tôt. 

Le mouvement du point est un mouvement vibratoire simple, 
mouvement qui a été étudié avec détail en cinématique. 

r 

Etudions maintenant le cas oii le point matériel est lancé pri- 
mitivement sur la droite OA avec la vitesse vq. Il est évident 
encore que le mouvement est rectiligne et qu'il a même équation 
fondamentale que dans le premier cas; nous sommes donc 
encore conduits à 

x'^ = — ci>Vh-G; 

or au point A la vitesse est égale à vo, la constante a donc pour 
valeur cette fois G = uo^ -h w^a^ = w^A*, A étant supérieur à 
a. La vitesse est donnée par une équation semblable â la précé- 
dente 

elle devient nulle pour x = A et, en choisissant l'instant où 

a? = A pour origine des temps, nous sommes amenés à l'équa- 
tion 

a? = A cos Oit, 

qui définit un nouveau mouvement vibratoire simple de même 
durée que le précédent. 

La durée de la vibration ne dépend donc que de la masse du 
point matériel choisi et de l'intensité de la force attractive; elle 
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est indépendante de l'amplitude de la vibration du point. 
Il nous reste enfin à étudier le cas oii le mobile serait lancé 
primitivement avec mie vitesse «o dans une direction autre que 
celle de la droite OA. Dans ce cas, le mouvement est plan et 
s'efTectue dans le plan mené par le centre d'attraction et la 
vitesse initiale. Nous allons d'ailleurs le démontrer rigoureuse- 
ment par un moyen qui nous eût permis aussi de montrer par le 
calcul que' chacun des deux mouvements précédents est recti- 
ligne. 

Soient encore le centre d'attraction (yî^. 113}, A la position 
initiale du mobile, à l'époque 1 = 0, et M sa position à l'épo- 
que quelconque t. Prenons pour axe des x l'axe OA orienté 
dans le sens UA, pour axe des y un axe Oi/ perpendiculaire au 
précédent dans le plan formé par OA et par tio et orienté dans 
un sens lel qu'il fasse un angle aigu avec v^, et enfin pour axe 
des z un axe perpendiculaire aux deux autres. 
Désignons par x, y, z les coordonnées du point M et par r 
la longueur du vecteur OM. 
La force qui sollicite le 
point H, estimée dans le 
sens OU, a pour valeur al- 
gébrique — kr, et, comme 
les cosinus directeursde OM 

^ X y z 
sont — I — j — > ses pro- 
jections sont — kx, — ky, 
'"^' "^' — kz; les trois équations 

fondamentales du mouvement sont donc 

*n^" = — kx, my" = — ky, ms" = — Kz, 

ou x'' = — ia*X, y" = — u)*y, s" = — u'ï, 

k 

en posant — = <u*. De ces équalions, nous déduisons par le 

a été exposé, 

x'^^—m^X^+t:^, 
;/'' — —wY+Ci, 
:" = _ u,»2' ^- Cj, 
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G„ Cî, C3 étant certaines constantes. Or au point A, on a 

a? = a, 1/ = 0, z = 0, 
et af = vo cos a, y' = Vq sin a, z' = ; 

par suite, 

G, = vl cos» a + (1)20% G2 = vl sin2 a, C3 = 0, 

et les équations précédentes deviennent 

^2 = a>2(a-;— or»), 

z'2 = — to2s% 

^0 6^ 2/0 étant des nombres constants déterminés par 

(jù^Xq^ = loV H- Vq'^ cos» a, W2J/J = Vq sin» a. 

La dernière de ces équations n'est possible que si s et z' sont 
toujours nuls; le mouvement s'effectue donc dans le plan des xy^ 
c'est-à-dire dans le plan mené par le centre d'attraction et la 
vitesse initiale v^. Les deux autres équations donnent 

X = Xq cos [tut -h G'), 

y = î/oSin(wf-HC'% 
G' et G* étant de nouvelles constantes qui dépendent des circons- 
tances initiales du mouvement et aussi de l'origine des temps. 
Si on fixe pour origine des temps l'instant où le mobile part du 
point A, pour < = 0, on a x = a et y = 0; donc 

a = a?o cos G' et = y^ sin G", la constante G est nulle et 

a 
la constante G' est donnée par G' = arc cos — ; on peut évi- 

Xq 

demment la représenter par — lo^^, et on a finalement 

X = Xq cos w(^ — ^q), 

y = 2/0 sin 0)^ 
Ces deux équatiops définissent complètement le mouvement et 
la trajectoire du point mobile. Elles montrent que le mouve- 

ment est périodique : au bout du temps T = — 5 le mouvement 

recommence exactement dans les conditions antérieures et 
repasse par les mêmes phases, quelbe que soit l'origine choisie. 
Sur chacun des axes, la projection du point est animée d'un mou- 
vement vibratoire simple; les amplitudes de ces deux mouve- 
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ments sont 2xo et âi/o, et la durée d'une double oscillation 
est T pour chacun d'eux. 

La trajectoire du point est une ellipse ayant Torigine pour 
centre et dont Téquation cartésienne s'obtient en éliminant w/ 

entre les deux équations : la seconde donne sin w^ = — , la 

. , 2/0 

X y sm lofo 

première donne ensuite cos a>< = —2 ^2 — . Téauation 

COS (D^o 

de la trajectoire est donc 



y* cos* w^j, 



( ^ sin w/o I = cos* wL, 

Va^o yo °/ 



OU — _ ^_ .£^ ^ sin w^o = C0S2 wL. 

Finalement, le mouvement du point est un mouvement vibra- 
toire elliptique. 

188. Mouvement d'un point soumis à i*action d'une force 
répulsive émanant d'un centre fixe et proporlionnelie à la dis- 
tance du mobile à ce point. — Plaçons-nous d'abord dans le cas 

où le mobile est abandonné 





Fig- 114. 



-j x sans vitesse initiale, en un point 

quelconque A, à l'action de la 
force émanant du centre fixe 
[fig. 114). 

Il est évident alors que le mouvement du point a lieu sur la 
droite OA ; un seul axe suffira donc, l'axe OA orienté dans le 
sens OA, et ayant pour origine le point 0. Nous désignerons 
cet axe par Oa?, par a la valeur de OA et par x l'abscisse du 
point mobile M dans une quelconque de ses positions. La force 
qui sollicite le point M est dirigée dans le sens OM et a pour 
valeur algébrique kx^ k désignant une certaine constante po- 
sitive, et l'équation fondamentale du mouvement 
est mx" = kx^ 

ou V = lo'a?, 

k 
en posant, comme dans le cas précédent, — = w' . 
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Multiplions les deux membres de cette équation par 2a?' et 
remontons aux fonctions primitives; nous aurons 

C désignant une constante qu'il faut déterminer; pour avoir la 
valeur de C, nous remarquons qu'au point A la vitesse est 
nulle, c'est-à-dire que pour a:=a, x' = 0, et nous avons 

C = - a>?a2 ; 
par suite, 

puis f-, -, = *^ ; 

nous prenons le signe -h , car la vitesse est évidemment posi- 
tive, avec l'hypothèse et les conventions faites . En remontant 
une fois de plus aux fonctions primitives, nous obtenons 

L(x -f- y/x^ — a^) = wf 4- C, 

G étant une nouvelle constante à déterminer. Choisissons pour 
origine des temps l'instant précis oii le mobile part du point A ; 
pour < = 0, nous aurons alors x=:a; par suite, C = La ; et 
réquation précédente devient 



r X -+- Jx^ — a* 

L ' = tut; 

a 

elle se transforme en 

X -h Jx^ — a^ = ae'*' . 
C'est de là que nous devons tirer la valeur de x : nous remar- 
quons pour cela que le produit de X -h y/x^ — a^ par x — v/o?* — a* 
est égal à a*, et que nous pouvons dès lors poser 



nous avons donc de suite 

ou a? = a ch lo^ 

Les lois du mouvement sont données par les deux équations 

e = a? = a ch w^, 
u = j?' = aw sh 0)^ 
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Ce raoïivement a déjà été étudié en cinématique. Il nous 

sufBra de rappeler brièvement les résultats : quand ( croit de 

croit de a à + x et la vitesse augmente aussi de 

lupposoQS maintenant que le mobile soit animé au 
ne vitesse v^, dirigée dans le même sens que OA, 

x'* = >ii*x' -+ G 
lira à prendre pour G la valeur G = V — lu'a', et, 
où G est négatif, c'est-à-dire où l'on a u'o < Wa*, 
ons poser G = — iu*a', et nous serons ramenés au 
>lème que précédemment ; seulement ici le mouvement 
isagé qu'à partir de l'instant f„ où le mobileaacquisla 
l.es lois du mouvement seront fournies par les deux 

e = ach lui, 

V = «lushto/, 

t pour origine des temps le moment antérieur à 
où le mobile aurait dû partir du repos pour passer 
la vitesse ii^ à l'instant désigné par t^. Mais si V est 
i u'o', la constante G est positive, elle peut se repré- 
w'i' et l'équation qui donne a^ devient 



atant aux fonctions pri mitives, nous obtenons 

L(x4^»/P^P^) = .ur + C'. 
pour origine des temps l'instant antérieur au moment 
)ù le mobile aurait traversé le point 0, si le mouve- 
listé suivant les mêmes lois en fournissantia vitesse cg 
t où le mobile passe en A ; pour t = 0, nous 
s a; = 0, et, par suite, G' = La. Nous aurons donc 



CHAMPS ET LIGNES DE FORCE 187 

De là^ nous devons déduire x. Cela nous sera facilité encore en 
remarquant que le produit de a? -h ^x^ -h a^ par ^x^ + «* — x 
est égal à a^ et que nous pouvons dès lors poser 



^x'^ -f- a^ — X = ae~"' ; 
nous avons donc de suite 

X = OL sho)/. 
Les lois du mouvement sont données dans le cas actuel par 

e = X = oLslutit, 

V = x' = aw ch bit. 

Ce mouvement a été aussi étudié en cinématique. 11 nous 
suffira encore de rappeler brièvement les lésultats : quand t 
croît de à -i- « , l'espace parcouru e croît de à -i-oo , 
et la vitesse v croit de aw à -+-x . Il ne faut garder du mouve- 
ment que la portion qui a lieu après l'instant ^o où Ton a 
e = a^ u = Vq. 

Si, lorsque le mobile quitte le point A, il est animé d'une 
vitesse Vq dans le sens AO, divers cas peuvent se présenter. Sup- 
posons d'abord v^^ <^ 0,2^2 • alors le mobile se rapproche de 
avec une vitesse décroissante qui s'annule en un certain point A' 
compris entre le point A et le point ; le mobile repart alors 
du point A' avec une vitesse nulle et se meut ensuite dans le 
sens OA suivant les lois 

e = a ch tot'5 V = ato sh 0)^', 

a désignant la longueur OA' et /' le temps compté à partir de 
Tinstant où le mobile arrive en A'. 

Supposons maintenant vl > w^a? ; alors le mobile se rap- 
proche de avec une vitesse décroissante et atteint ce point avec 
une vitesse wi donnée par l'égalité a>*a* = vl — w^a^ et dirigée tou- 
jours dans le sens négatif de Oa:; le mobile s'éloigne alors du 
point toujours dans le même sens avec une vitesse croissante 
en valeur absolue et les lois de ce second mouvement sont don- 
nées par les deux équations 
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e = — a sh w/', 

V = — aw ch (D^'j 

t' désignant le temps compté maintenant à partir de l'instant où 
le mobile passe au point 0. 

Etudions enfin le cas où v* = w^a* ; alors x'^ = oi^x^^ et, 

x' 
comme la vitesse initiale est négative, — = — w. Nous dédui- 

X 

sons de là Lx = — w^ -f- G. Si nous prenons pour origine des 
temps le moment où le mobile quitte le point A, nous aurons 
a? = a, pour t = 0, et, par suite, G = La ; donc enfin 

X 

L - = — ti)f, j? = ae-^K Les lois de ce mouvement 
a 

sont 

e = X = ae"*"', v = x' = — atoe"**^ 

Le mobile se rapproche indéfiniment du point sans jamais 
Tatteindre, avec une vitesse de plus en plus petite ayant pour 
limite 0. 

On eût étudié antérieurement de la même façon le cas où le 
mobile est lancé dans le sens de OA avec une vitesse v^ donnée 

par Tégalité v^^ = w V ; on eût obtenu alors, puisque la vitesse 

x' 
ifiiitiale est positive, — = w^ puis x = ae'*^ 

Il nous reste à dire quelques mots du cas où la vitesse initiale 
Vq est dirigée le long d'une droite différente de OA. Dans ce cas, 
le mouvement a lieu dans le plan déterminé par le centre de 
répulsion et par la vitesse Vq. Pour l'étudier, il suffira de 
prendre deux axes de coordonnées rectangulaires : l'un Car, 
coïncidant avec OA et orienté dans le sens OA ; l'autre 0?/, per- 
pendiculaire à OA. Pour ne pas trop alourdir cette exposition 
déjà longue, nous nous bornerons au cas où Vq est perpendicu- 
laire à OA et nous prendrons comme sens positif de Oy le sens 
même de v^ ; nous prendrons aussi comme origine des temps 
Tinstant où le mobile quitte le point A, de sorte que pour t = 
nous ayons x = a, y = 0, et que les composantes delà vitesse 
soient et vo. • 

Désignons alors par M la position du mobile à l'époque t^ par 
xeiy les coordonnées de ce point et par r la longueur OM. La 
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force qui sollicite le point M est dirigée dans le sens OM et a 

pour valeur kr^ /: étant une constante positive; comme -, - 

r r 

sont les cosinus directeurs de OM, elle a pour projections /car, ky 
sur les axes, et les équations du mouvement sont mx" = kxy 
my" = kq^ ou x" = to*a:, j/" = u>^y. Par un procédé analogue à 
celui que nous avons déjà exposé plusieurs fois, ces équations 
conduisent à 

X'2 = 0)20?» -i- Cl, 

Cl et C2 étant des constantes que les circonstances initiales du 
mouvement permettent de déterminer. 

Pour < = 0, X = a, x' = ; donc Ci = — w^a*. De 
même, pour < = 0, y = 0, y' = «^ ; donc Ci = vl. Posons 
alors vl = ti)«ô*, nous aurons 

y"=^Hy'-^à'); 

par suite, a: = a ch to^, y = bsh uit. Ce sont les deux équations 
qui donnent les lois du mouvement. Comme ch* tat — sh^ w^ = 1 , 

x^ ty2 
nous avons — — ^ = 1, et nous voyons que le mobile 

décrit une branche d'hyperbole, celle qui est située dans le 
premier angle des axes : il part du sommet A et s'éloigne indé- 
finiment avec une vitesse qui croit sans limite avec t. 
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FROTTEMENT ET APPLICATIONS 



attement. — Lorsqu'il» corps repose par une surface 
une table horizontale, le poids de ce corps est di^truit 
stance de la table; d'après le principe de l'égalité de 

de la réaction, la table exerce sur le corps une réac- 
ale égale et opposée au poids de ce corps, et c'est cette 
1 qui permet d'expliquer l'équilibre que l'on constate 
les cas où le corps est placé ainsi sans vitesse initiale 
'aucun effort s'exerce sur lui. 

s et la réaction se font alors équilibre et il semble que 
ce sur le corps une traction borizon taie si faible qu'elle 
[ue si on soultve un peu la table à l'une de ses extré- 
X)rps devra se mettre en mouvement. Or on constate 
est rien : le mouvement ne commence à se produire 
emier cas que si la traction atteint une certaine inten- 
ins le second, que lorsque l'inclinaison de la table sur 
est suflisammenl prononcée. On en déduit que, dans 
! ces cas il se développe une nouvelle réaction de la 
le corps pl;icé sur elle, qui est parallèle au plan de 
I et qui détruit la traction exercée tant qu'elle est trop 
,te fores se développe avec la traction elle-même, lui 
t directement tfpposée tant que celle-ci est assez faible, 

elle et enfin atteint un maximum ; à partir de ce mo- 
a traction continue à grandir, elle l'emporte sur cette 
'ésistance et le corps se mot en mouvement, 
irce, qui se développe toujours en sens contraire du 
nt qui tend à se produire, se nomme \g frottement. 
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Elle provient évidemment de ce que les corps en contact se 
pénètrent mutuellement à Taide des aspérités et des cavités 
qu'ils présentent ; en chacun des contacts où la normale a une 
direction faisant un angle obtus avec celle de la traction exercée 
parallèlement à la table, par un procédé quelconque analogue à 
l'un des deux précédents, il se développe une réaction dont la 
composante parallèle à la table s'oppose au mouvement ; 
la somme de ces composantes constitue la force due au frotte- 
ment. Toutes ces forces tendent à déformer les deux corps en 
contact; quand elles sont assez grandes, le glissement des diver- 
ses parties du corps mobile sur la table commence et le mouve- 
ment s'effectue ; l'œil ne perçoit en général qu'un mouvement 
d'ensemble parallèle à la table. Les explications théoriques que 
Ton peut donner de tous ces phénomènes sont à peu près indif- 
férentes en mécanique proprement dite ; il suffit que les faits 
aient été vérifiés expérimentalement. 

On constate en outre aisément que le frottement dépend de la 
nature des surfaces en contact, de la nature des corps qu'elles 
limitent, et qu'il diminue quand le poli augmente. 11 n'est 
jamais nul. 

190. Lois générales du frottement. — Les lois du frottement 

ont été étudiées prin- 

^ r^Txrinw'A clpalemcut et succes- 

_M^SsSSMm^^m^KÊ^Ê sivement par Amon- 

'^^^^^HÊBj^K^^^^m Coulomb 

-MaB BI^^^^^^^^^ y^ Morin. Ces trois phy- 

siciens ont expéri- 
menté sur des corps 
de différentes natures 
\ à surfaces planes et 

» polies. 

Pig. ,15. Nous décrirons 

sommairement les 
expériences de Coulomb, puis nous énoncerons les lois géné- 
rales du phénomène, but principal que nous voulons atteindre. 
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L'appareil employé par Coulomb (fig. 115) se composait 
essentiellement d'un traîneau pouvant glisser sur un madrier 
horizontal placé sur une table massive dont la partie supé- 
rieure se composait de deux poutres de chêne horizontales et 
parallèles, A l'une des extrémités, entre les deux poutres, 
<itait fixée une poulie sur laquelle glissait une corde; l'une 
des extrémités de la corde supportait un plateau destiné à 
porter des poids ; l'autre extrémité était accrochée au traîneau 
qui se mettait ainsi en mouvement sous l'action de la tension 
exercée sur la corde par les poids supportés par le pla- 
teau, A l'autre extrémité de la table se trouvait un treuil à axe 
horizontal sur lequel s'enroulait une corde destinée à ramener 
l'appareil en arrière, une fois l'expérience terminée. Coulomb 
a successivement employé divers traîneaux de dimensions diver- 
ses et placé, dans une caisse rectangulaire faisant corps avec 
chacun d'eux, des charges variables. Le mouvement était ob- 
servé à l'aide d'une division en pouces tracée sur un des bords 
du madrier et d'une horloge. 

Dans chaque cas, le mouvement produit a présenté sensible- 
ment les caractères d'un mouvement uniformément accéléré. 
L'expérimentateur en a conclu que la force due au frottement 
pendant le mouvement est une force constante. 

Pour calculer cette force, désignons par P le poids total, 
plateau compris, qui entraîne le système, par F la force cons- 
tante due au frottement pendant le mouvement, par R le poids 
total du système mis en mouvement: traîneau et plateau avec 
leurs charges, plus un poids constant pour tenir compte de la 
poulieetdelacordeentralnée;désignons en outre par e l'espace 
total parcouru, par ( le temps employé à le parcourir et par 
ï l'accélération produite. Nous aurons P - F = ym, m étant 



la masse du système entraîné ; puis, 

, (P-F)9'' 



R _ ^t' . 
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Sans nous attarder davantage sur le côté expérimental dé la 
question, nous allons donner les lois découvertes par Coulomb 
et vérifiées ensuite à nouveau par Morin , à Taide d'expériences 
plus précises : 

1® La résistance due au frottement des corps solides est indépen- 
dante de la vitesse du mouvement ; 

2** Elle est indépendante aussi de l'étendue des surfaces en 
contact; 

3<* Enfin elle est proportionnelle à la pression exercée par un 
corps sur l'autre. 

Les deux dernières lois peuvent se prévoir a priori ; rien ne 
permettait d'apercevoir la première. 

Parmi les nombreux résultats qu'ont donnés ces expérienceis, 
il en est que nous ne pouvons passer sous silence, car ils font 
véritablement partie du sujet général qui nous occupe : ce soi!)t 
ceux qui concernent Je frottement au départ, c'est-à-dire la 
résistance qu'il faut vaincre pour mettre le corps en mouve- 
ment. 

Pour évaluer cette résistance dans chacune des expériences 
que nous avons rappelées, il fallait mesurer la tension delà corde 
juste au moment où le corps se met en mouvement ; c'est ce 
que firent les observateurs par dès procédés que nous ne rappel- 
lerons pas. 

11 a été reconnu que le frottement au départ est indépendant 
de l'étendue des surfaces en contact et proportionnel à la pres- 
sion. Pour les corps durs, il ne diffère pas sensiblement du frot- 
tement pendant le mouvement ; pour les corps mous, il est plus 
grand au départ que pendant le mouvement. Mais Morin a fait 
une observation capitale qui conduit à n'employer dans tous les 
calculs relatifs à la stabilité que le frottement pendant le mou- 
vement. Il a observé en effet que lorsque la charge est suffisante 
pour vaincre la résistance due au frottement dans le mouvement 
et cependant trop faible pour triompher du frottement au départ, 
une simple vibration, une cause très légère met le corps en mou- 
vement, de sorte que l'équilibre qui existait avant est un équi- 
libre instable. 

MÉCAN. (CENTR.) 13 
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101 . Coefficient de frottement. — Là force de frottement F» 

étant proportionnelle à la réaction 

. normale N du plan, le rapport 

F 

-^ est constant, pour les mêmes 

corps. 
Cette constante est le coeffi" 

A F p 

rig. 116. dent de frottement f = — • • 

C'est aussi la tangente trigonométrique de Tangle que fait la 
résultante R des deux forces avec la normale, /* == tg cp (/îgf. 116). 
Cet angle o s'appelle V angle de frottement. Il est constant quand 
le corps est en mouvement et la véritable réaction du plan sur le 
corps est alors cette force constante R qui fait un angle fixe avec 
le plan. 

192. Calculs relatifs au frottement. — Quand il s'agit d'étu- 
dier un corps en mouvement, rien n'est plus facile que d'intro- 
duire le frottement, puisqu'on peut le considérer comme une 
force nouvelle qui s'exerce tangentiellement aux surfaces en 
contact, en sens contraire du mouvement lui-même et qui est 
toujours égale à la pression qui s*exerce au contact considéré 
multipliée parle coefficient f. Cela fait simplement une force de 
plus, dans laquelle ne figure aucune inconnue nouvelle. 

Quand il s'agit de corps qui doivent être en équilibre, on 
peut procéder de la même manière, seulement les forces de 
frottement ont alors des intensités variables ; le coefficient /' 
qui figure dans chacune varie depuis jusqu'à un maximumqui 
est le coefficient de frottement au départ. D'après une remarque 
que nous avons faite, si l'on veut que l'équilibre soit stable, il 
faudra même prendre pour maximum de f le coefficient de 
frottement dans le mouvement. Les conditions d'équilibre s'ex- 
primeront donc par des inégalités, lorsqu'on aura supprimé tous 
les termes qui contiennent en facteur le nombre f compris 
entre et /*. 

■ 

Pratiquement, nous n'introduirons pas ces forces transitoires 
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dues au frottement, aq moins dans le calcul, et nous parvien- 
drons directement aux inégalités qui expriment Téquilibre. Les 
exemples que nous avons à' traiter éclairciront d'ailleurs complè- 
tement la question. 



103. Équilibre limite d'un point pesant sur un plan horizontal 
sous Faction d'une force liorizontale et mouvement que prend 
ce point si l'équilibre est détruit. — Principe de Tégalité de 
l'action et de la réaction. — Considérons un plan horizontal II 
et un point matériel pesant M placé sans vitesse initiale sur le 
plan ; si le point M n'est sollicité par aucune force, il reste en 
repos, ce qui veut dire qu'il est en équilibre sous l'action de 
son poids P et d'une force égale et directement opposée qu'on 
appelle la réaction du plan sur le point matériel. 

Ceci nous conduit à énoncer le principe de l'égalité entre 
l'action et la réaction aperçu et énoncé pour la première fois par 
Newton. 

Lorqu'un point matériel A agit sur un point matériel B, 

l'action qui en résulte est dirigée suivant 
5 p— — • ^ l^ rfrotie AB, et le point B exerce sur 

Fig. 117. le point A une action égale et directe- 

ment opposée à la première, qu'on 
appelle réaction par rapport à la première (fig. 117). 

Lorsqu'un point matériel repose sur une ligne ou sur une sur- 
face et est actionné par une force, cette force peut être décom- 
posée en deux autres: l'une, normale à la ligne ou à la surface, et 
qu'on appelle fa pression exercée par le point sur cette ligne ou 
surface; l'autre, tangente, qu'on appelle la force tangentielle^ et 
qui tend à faire glisser le point sur la surface ou sur la ligne 
envisagée. 

On admet que la pression est détruite par une réaction nor- 
male de la surface, égale et directement opposée à la pres- 
sion. 

Dans le cas oii nous nous sommes placés, ce fait est presque 
intuitif et est la traduction la plus commode des résultats de 
l'observation. 
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Revenons au point M supposé en repos sur le plan H et 
appliquons à ce point une 
force horizontale F qui 
tende à le mettre en mou- 
vement {fig. 118). La force 
due au frottement se déve- 
loppe alors immédiatement 
dans la direction opposée à 
P'«' "»■ F et la valeur roaxiroa 

qu'elle peut atteindre est /T, f étant le coefficient de frotte- 
ment. Donc l'équilibre subsiste tant que l'on a F < /P ou 
P tg ip, !^ désignant l'angle de frottement. Ce résultat nous montre 
que la valeur maxima de F est la force horizontale qu'il faut 
composer avec P pour avoir une résultante qui fasse avec la 
verticale l'angle ip. 

Si F dépasse /"P, le point se met en mouvement dans la 
direction de F sur la droite MF et se meut sous l'action delà 
force constante F — /P, en supposant toutefois F constante. 
Le mouvement qu'il prend est uniformément accéléré. Si nous 
prenons sur la droite MF un certain sens positil, par exemple, 
celui de la force elle-même, pour origine la position du mobile 
au moment oîi la force entre en action et cet instant même pour 
origine des temps, les lois du mouvement sont données par les 
deux é<]uations 



Tétant l'accélération 



-/P 



F-/'P 



Dans le cas oii le corps serait animé primitivement d'une 
vitesse initiale Ug dirigée dans le même sens que MF, le 
mouvement serait encore uniformément accéléré et représenté 
u a tiens 

les espaces suppose qu'on ait pris pour origine la 



FROTTEMENT ET APPLICATIONS , 197 

position du mobile à l'époque / = où la force F est appliquée 
au point matériel. 

Si la vitesse initiale î?o s'exerce en sens contraire de MF, le 
mouvement est d'abord uniformément retardé sous Tinfluence 

de la force F -+- / P, car alors le frottement agit dans le sens de 

F-h/P 
la force ; l'accélération est alors y' = ^ — ^— • Au bout du 

lu I 
temps ^0 = -~5 la vitesse devient nulle, la force se réduit 

brusquement à F ; puis le mouvement recommence en sens 
contraire et devient uniformément accéléré sous l'action de la 
force F — /"P. 

Dans le cas limite où F = /P, si le corps est animé primiti- 
vement d'une certaine vitesse initiale Vq dans le sens de MF, il 
continue à se mouvoir d'un mouvement uniforme sur MF. Mais 
si la vitesse initiale v^ était imprimée en sens contraire de MF, 
le mouvement serait uniformément retardé sous l'influence de 
la force 2F et le corps resterait en reposa partir du moment où 
la vitesse deviendrait nulle. 

Si Ton suppose F < /'P? le mouvement ne pourra être dû 
qu'à une vitesse initiale v^. En supposant qu'elle soit dirigée, 
encore suivant la droite MF, dans un sens.ou dans l'autre, le 
mouvement produit sera uniformément retardé par la force 
F-h/P ou fV — F, suivant que cette vitesse Vq aie même 
sens que F ou un sens contraire. 

Nous ne dirons rien du cas beaucoup plus compliqué où la 
vitesse initiale est placée sur une autre droite que MF. 

Il est bon de remarquer que dans tout ce qui précède nous 
avons fait abstraction de la résistance de l'air. Nous admettrons 
encore que cette résistance est nulle dans les quelques mots qui 
nous restent à dire sur la question. 

Si nous admettons que la force F cesse d'agir à un moment 
donné, le point étant supposé animé d'un certain mouvement à 
cet instant sur la droite MF, le mouvement devient uniformé- 
ment retardé par la force /"P due au frottement, puis il s'arrête 
au bout d'un certain temps et le point matériel reste alors en 
équilibre. 



198 DYNAMIQUE ET STATIQUE 

Si Ton fait abstraction du frottement, les choses ne* font que 
se simplifier, le mouvement a une accélération constante pro- 
duite par F, xlans le sens de cette force, et il est uniformément 
accéléré ou retardé à une époque quelconque ^ suivant que la 
vitesse à ce moment a le sens de F ou un sens contraire . Si la 
force F est nulle, le point matériel reste en repos ou est animé 
d'un mouvement rectiligne uniforme ; mais l'équilibre, s'il était 
réalisé dans ce cas serait un équilibre instable, le moindre choc 
mettant le point en mouvement. Cette simple remarque met en 
relief l'un des plus grands services que rende le frottement, 
celui d'assurer la stabilité de l'équilibre. 

Si Ton suppose toujours F constante en grandeur et en di- 
rection, mais la vitesse initiale Vq dirigée suivant une autre 
direction que celle de la ligne d'action de F, le mouvement est 
un mouvement parabolique dont nous pourrons étudier toutes 
les circonstances en prenant deux axes de coordonnées rectan- 
gulaires dans le plan horizontal et passant par la position initiale 
du mobile : Tun, Oz, dirigé en sens contraire de la force ; l'au- 
tre, Oac, perpendiculaire au premier et dirigé dans un sens tel 
qu'il fasse un angle aigu avec la direction de la vitesse initiale. 

Danslesformulesque nous avons trouvées (186), il n'y aura qu'à 

F 

changer g^ en y» ï étant la valeur de — j et peut-être a en ^ a, 

si la vitesse Vq fait un angle obtus avec Oz et non aigu, comme il 
a été supposé à ce moment. 
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ÉQUILIBRE ET MOUVEMENT D UN POINT SUR UN PLAN INCLINÉ 

PENDULE. 




Fis. 119. 



194. Équilibre d'un point pesant sur un plan incliné. — Con- 
sidérons un plan solide, I, in- 
cliné sur le plan horizontal, et 
faisant un angle a avec le 
plan horizontal {fig, 119) ; 
plaçons sur ce plan un point 
pesant M, de poids P, et voyons 
d'abord ce qui va se produire 
si le point M est placé sans vi- 
tesse initiale sur le plan I, 
quand on tient compte du frottement. La force P est équivalente 
à deux autres, F et F', l'une normale au plan I, l'autre parallèle 
à ce plan. La première, F = P cos a, est détruite par la ré- 
sistance du plan ou plutôt par la réaction que le plan exerce sur 
le point M ; cette réaction, normale au plan, est égale et direc- 
tement opposée à P'. La seconde, F = P sin «, tend à faire 
descendre le point M le long de la ligne de plus grande pente du 
plan. Dès qu'elle existe, c'est-à-dire dès que le plan I a quitté la 
position horizontale pour prendre une certaine inclinaison, une 
force F,, due au frottement, se développe et agit sur le point M 
dans la direction opposée à F' ; elle peut prendre toutes les 
valeurs depuis jusqu'à /"F ou f? cos a, /"désignant le coeffi- 
cient de frottement des deux corps en contact ; elle détruira 
donc F tant que celle-ci sera moindre que f? cos a. La condition 
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d'équilibre se traduit par 

P sin a < /*P COS a ou tg a ^ /* ; 

mais si nous désignons^ comme on le fait habituellement, f par 
tg <i>, çp étant l'angle de frottement, cette relation deviendra 

tg a ^ tg cp ou a ^ cp. 

» 

Il y a donc équilibre tant que TincUnaison du plan sur l'ho- 
rizon est moindre que l'angle de frottement. L'équilibre existe 
encore dans le cas limite ou « = ^, mais alors si le point est 
mis en mouvement dans le sens MO par une cause quelconque sur 
la ligne de plus grande pente du plan, il continue à se mouvoir 
d'un mouvement uniforme sur cette ligne. 

. Si l'inclinaison a devient plus grande que l'angle <p, le point M 
est sollicité dans la direction MO par une force constante 

P sin a — P tg 9 cos a OU — ^ ^ ; il descend le long 

'■ . cos cp "^ 

de la Kgne de plus grande pente et est animé d'un mouve- 
ment uniformément accéléré dont l'accélération est, à Paris, 
sin (a — cp) 

q __^^-^_ . 
COS © 

Pour tenir le point en équilibre dans ce cas, il faut lui appli- 
quer une force parallèle au plan, de direction opposée à F' et au 

P sin (a — 9) 

moins égale à ^^ — • Quand cette force F croît depuis 

^ cos 9 ^ 

^ — jusqu'à Psina, l'action due au frottement 

cos P ^ 

diminue graduellement jusqu'à ; pour F = P sin a, il y a 

équilibre sans intervention du frottement : c'est là Téquation 

d'équilibre quand on néglige le frottement. Si F dépasse la 

composante P sin a, le point matériel tend à monter le long 

du plan incliné sur la ligne de plus grande pente ; il en est 

d'abord empêché par le frottement qui s'ajoute alors à F' et 

grandit jusqu'au maximum Ptg 9 cos a ; il y a donc équilibre 

tant que F ne dépasse pas P sin a + P cos « tg 9 ou 

P sin (3t-4~9) 

^^ -^- A l'instant précis, où F atteint cette valeur, le 

cos 9 ' 

point peut avoir un mouvement uniforme et ascendant sur la 
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ligne de plus grande pente. Si F dépasse cette valeur, le mou- 
vement du point est ascendant et uniformément accéléré sur la 
ligne de plus grande pente. 

Nos conclusions générales ne sont pas changées dans le cas où 
le point M est animé d'une vitesse initiale t^^ suivant la ligne de 
plus grande pente, au moment où la force F commence à agir. 
Lorsque cette vitesse a lieu dans le sens où le mouvement se 
produirait sans elle, elle s'ajoute simplement à la vitesse pro- 
duite par la force constante qui sollicite le point et le mouve- 
ment est encore uniformément accéléré dans un sens ou dans 
l'autre, suivant la grandeur de F. 

Etudions avec soin ce qui se passe quand la vitesse Vq 

est de sens contraire au mouvement qui se produirait sanselie. 

T^ ^ 1 .jv r, Psin(a4-cp) 
Pour jnxer les idées, nous supposerons F > ^^ ^ et 

C08 cp 

le point lancé primitivement avec une vitesse Vq, de haut en bas, 

dans le sens MO. 

Le premier mouvement est alors uniformément retardé sous 

rinfluence de la force F — F sin an- F cos a tg ©, ou 

sin (a — ç) 

F — F ^ ^ 5 car alors la force due au frottement s'a- 

cos cp 

joute à F ; puis, le mouvement s'arrête au bout d'un certain 

temps et reprend dans le sens ascendant, où il est uniformément 

accéléré sous l'influence de la force F — F sin a — F cos a tg cp 

F sin (oL -+- o) 
ou F ^^ ^5 le frottement «'exerçant alors dans un 

cos cp 

sens contraire à celui de la force. 

Si nous nous plaçons dans le cas de l'équilibre, c'est-à-dire 

F sin (a — cd) 
dans le cas où F est comprise entre ^ '— et 

^ cos cp 

F sin (ot -+^ o) 
^^ ^^» le point lancé suivant la ligne de plus grandes 

COScp 

pente avec la vitesse initiale Vq prend un mouvement unifor- 
mément retardé et s'arrête finalement en un point où il reste en 
équilibre. En effet, supposons, pour fixer les idées, que le point 
soit lancé dans le sens ascendant OM avec la vitesse Vq ; il 



202 DYHAHIQDE ET STATIQUE ; 

est alors sollicité en sens contraire par une force constante,' 

Psina H-PcoB alg»— F ou — — ^ — F. Aumoment 

^^ cos ? 

où la TÎtesse devient nulle, cette force se réduit à P sin a — p 
et le frottement qui se développe en suis contraire du sens où ' 
le mouvement tend à se produire, empêche tout nouveau mou- 
vement ; le point reste alors en repos, 

11 serait facile, dans chacun de ces cas, comme dans le pro- 
blème que nousavons traité antérieurement, d'écrire les équa- 
tions du mouvement. On prendrait, par exemple, pour sens 
positir sur ta ligne de plus grande pente, le sens ascendant, pour 
origine la position du point à l'instantprécisoù la force F com- 
mence à agir et ce moment lui-même pour origine des temps. 
la force ijui sollicite le mobile aurait pour valeur algébrique 
p_p .ln(. + T) „„ F-P ""'— '' ,.m,.nn„elemoi.- 

COS f COS ç 

vement réel étudié est ascendant ou descendant ; sa valeur ab- 

p 
solue est facile à avoir dans chaque cas et la masse étant — , 

l'accélération qu'elfe produit s'obtient en divisant cette valeur 

p 
absolue par — L'accélération a le même sens qne la force ; sa 

valeur algébrique est donc 

FF sin(a-H.?)-| FF sin(=.-<?)-| 

suivant le cas. Soit y ce nombre positif ou négatif. La formule 
des vitesses est d = u„ -h fl ; celle des espaces. 

Si t>o et 1 ontlemêmesigne,lemouvement est uniformément 
accéléré, dans un sens ou dans l'autre, et les formules précédentes 
»»..«»<f»nt ^v- ai,.a;^j. |gs circonstances diverses jusqu'à on 

Lgnes contraires, la vitesse devient nulle 
= — et le premier mouvement, qui 
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était uniformément retardé, cesse à cet instant. Ensuite, c'est 
l'autre expression de la force qu'il faut employer, par suite, 
l'autre accélération -/ ; le mouvement devient uniformément 
accéléré et a pour lois : 

e^ étant la valeur de e pour t = t^^. 

Dans toutes ces questions, nous avons fait abstraction de la ré- 
sistance deTair. 

195. Remarque. — Dans l'étude de l'équilibre, nous eussions 
pu prendre pour f le coefficient de frottement au départ ; mais, 
dans le cas oii il dépasse le coefficient de frottement dans le 
mouvement, dès que la force due au frottement dépasserait celle 
qui se produit pendant le mouvement, l'équilibre serait instable. 
C'est pourquoi il ne faut pas employer le frottement au départ. 

196. Mouvement d'un point pesant sur un plan iociinô sans 
frottement. — L'étude que nous venons de faire dans le but de 
familiariser le lecteur avec le frottement rend très facile l'étude 
du cas actuel. 11 suffit en etfet de supprimer dans chaque cas la 
force /"P cos a pour se rendre compte des divers mouvements 
qui peuvent se produire sur un pian incliné quand on y place un 
point matériel pesant sans vitesse initiale ou avec une vitesse 
Vq provenant d'un choc ou de toute autre cause et dirigée suivant 
la ligne de plus grande pente qui passe par le point mobile. 

L'équilibre est réalisé quand on applique au point matériel 
une force ascendante parallèle au plan, égale et directement 
opposée à la composante Psina; seulement si le frottement 
n'existait pas, cet équilibre serait instable : sous l'influence 
d'une cause passagère quelconque le point prendrait un mouve- 
ment rectiligne et uniforme. 

Si aucune force autre que son poids n'agit sur le point maté- 
riel, il descend la ligne de plus grande pente avec un mouvement 
uniformément accéléré dont l'accélération est égale à ^ sin a ; la 
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vitesse au bout du temps < est v = gsincL t et le chemin par- 

1 

couru, € = -3- (/ sin a t^. Si le corps est animé primitivement 

d'une vitesse Vq dans le sens du mouvement, le mobile prend 
encore un mouvement uniformément accéléré dont la vitesse est 
donnée à chaque instant par v = v^-^-g sinai. Supposons 
maintenant la vitesse initiale v^ dirigée en sens contraire de la 
force Psina ; le mouvement est d'abord uniformément retardé 
et la vitesse, dans le sens ascendant, est v =z v^ — g sin a t^ Tes- 

pace parcouru, e = V — g'sina—-; le mobile s'arrête au 

V 

bout du temps fn = — r- — 5 puis il redescend le long de la 
'^ " gf sm a ^ ^ 

ligne de plus grande pente sous Tintluence de la force P sin a 
avec une vitesse initiale nulle. 

Lorsque le mobile est sollicité en outre par une force F direc- 
tement opposée à la composante Psina, il n'y a pas de chan- 
gement essentiel: le mouvement est un mouvement à accéléra- 
tion constante dans le sens descendant ou dans le sens ascendant, 
suivant que P sin a est plus grand ou plus petit que F. 

Ici encore, comme dans le cas où on étudie le mouvement d'un 
point pesant sur un plan horizontal, abstraction faite du frotte- 
ment, on peut étudier sans peine le mouvement d'un point 
pesant placé sur un plan incliné, soumis à l'action d'une force 
constante en grandeur et en direction et parallèle au plan, et 
lancé avec une vitesse initiale Vq dans une direction autre que 
celle de la ligne de plus grande pente, ou plutôt, si la force F 
n'est pas placée sur cette ligne, suivant une direction autre que 
celle de la résultante de la force F et de la force Psina. Le 
mouvement est un mouvement parabolique dont nous étudierons 
toutes les circonstances, en agissant comme au paragraphe 186 : 
nous prendrons comme axe des z un axe parallèle à la résul- 
tante des deux forces signalées et dirigé en sens contraire, et 
comme axe des x un axe perpendiculaire dirigé de façon à faire 
un angle aigu avec la vitesse initiale «o? ces deux axes ayant 
pour origine commune la position initiale du mobile. 
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197 . Petites oscillations d'on pendule simple ; isoclironisnie. 

— Nous désignerons sous le nom de pendule simple un point m|i- 
tériel pesant suspendu à un fil sans poids rigide et inextensible. 
Si on laisse descendre le fil dans la direction de la verticale et 
qu'on amène ainsi le point à être en repos, il reste en repos : son 
poids est détruit par la tension du fil qui doit être considérée 
comme une force égale et directement opposée à la première. 
Si on écarte le point de sa position d'équilibre et qu'on Taban* 
donne à lui-même, il redescend sous l'influence de son poids 
sur le cercle que le fil Toblige à décrire, passe au point le plus 
bas sur la verticale du point de suspension et remonte en vertu 
de la vitesse acquise ; puis il s'arrête de nouveau et redescend . 
Il effectue ainsi des oscillations d'amplitude plus ou moins 
grande. C'est ce mouvement que nous vouions étudier en négli- 
geant la résistance de Tair et en supposant les oscillations très 
petites. 

Soit Ox la verticale du point de suspension dirigée de haut en 
bas et M la position du point mobile à une époque quelconque 
de son mouvement {fig. 120); soient en outre OA la position 
extrême qu'atteint le fil et a l'angle xOA. Nous choisirons pour 

sens positif sur le cercle que décrit le 
point M, l'un des deux sens, celui mar- 
qué par la flèche, par exemple, pour 
origine des arcs le point w où Ox 
rencontre le cercle et pour origine des 
temps l'un des instants où le mobile 
passe au point cd. Le chemin décrit 
par le point M a pour expression algé- 
brique /^, en appelant / la longueur du 
fil, et la vitesse, /©', en désignant par o' 
la dérivée de o par rapport à ^ 

Cela posé, la force qui sollicite le 
point M, son poids P, se décompose en 
deux forces : l'une, dirigée suivant le prolongement de OM et 
détruite par la tension du fil; l'autre, placée sur la tangente en 
M, et dirigée en sens contraire de cdM, ayant, par suite, pour 




Fig. 120- 
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.expression — Psin «? où — mg sin ©, C'est hi seule qui agisse 
sjir le point M et qui produise le mouvement. Il est à remar- 
quer d'ailleurs que son expression est toujours la même, car, si 
le point M était de l'autre côté de Oj?, la force tangentielle 
serait dirigée dans le sens positif de la tangente, il est vrai, mais 
«p serait négatif et l'expression algébrique serait encore 
. — mgsiu^. D'autre part, l'accélération tangentielle étant v/, 
-la composante tangentielle est mv" ou m/cp". Nous avons 

donc 

h" — —g&in^, 

OU o = — r^sm©. 

l 

Multiplions les deux membres par 2<p' et remontons aux 
fonctions primitives; nous aurons 

o'* = -j-coso + ct*; 
au point A, la vitesse est évidemment nulle ; nous avons donc 

= ~-cosa+ c^S 

2g 
et, par suite, ^'^ = -y- (cos cp — cos a). 

Si noiis nous rappelons enfin que cos<p = 1 — 2 sin^-^ i nous 
aurons finalement 



o'»="-^(sin»|-sin»|-). 



Pour de petites oscillations, c'est-à-dire si nous supposons ^ 
petit, nous pouvons remplacer l'arc par le sinus ou inverse- 
ment, etnous obtenons ainsi 

?'* = Y («'-?*)• 

Cette relation nous conduit à 

v/?^ri? - V T - *' 

et la relation entre les fonctions primitives s'en déduit immédia- 
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tement; c'est 



arc sm 



-I = A< 4- c^. 



% 



Or pour t = 0, <p = 0, d'après nos conventions; donc 

arc sin — = kt^ 

■ - ' a 

et 

(1) <p = a sin kt. 

Telle est l'équation fondamentale du mouvement. 
Nous en déduisons u, car v = /«p', et, par suite, 

ou enfin 

(2) u = a \/lg COS kt. 

Quand t croît de à -^r-, © croit de à a, le point M va 

îk ■ 

de w en A ; la vitesse décroît de ay/Tg à 0. Quand t croît de 
-^ à — , © décroît de a à 0, le point M revient de A en w ; 

la vitesse devient négative et croit en valeur absolue de à 
a/7^. Le point M traverse la position w avec une vitesse 

maxima. Puis, t croissant de — à -r-ry ? décroît de à — a, 

k 2A; 

le point M va de w en A', avec une vitesse négative dont la 
valeur absolue décroît de oi^JTg à 0. Enfin, t croissant de 

•3T- à -r-j ? croît de — a à 0, le point M revient de A' 

en u), avec une vitesse positive et croissante, depuis jusqu'à 
^^Tg- Le mouvement se reproduit ensuite indéfiniment avec les 
mêmes phases: il est périodique. C'est un mouvement o^dZ/a- 
toire ou si, Ton veut, vibratoire du point M sur un cercle. 

On appelle vibration le mouvement qui correspond au chemin 
a)A, ou wA', ou AcD, ou A'a>. On appelle oscillation le mou- 
vement complet par lequel le pendule passe de OA à OA' ou 
inversement ; c'est la somme de deux vibrations de même sens. 
Enfin le mouvement complet qui forme la période se compose 
de deux oscillations égales et de sens contraires. 
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Son amplitude 




est l'angle de OA avec OA' ou 2n. 

Toutes les oscillations ont la même durée, et cette durée est 
indépendante de a. 11 ne faut pas oublier que les résultats pré- 
cédents ne sont qu'approximatifs : ils ont été établis en suppo- 
sant que la résistance de l'airest nulle et en remplaçant sin ~- 

par -|- - 

Expérimentalement, on constate que les oscillations d'un pen- 
dule ont des amplitudes lentement décroissantes et que leur 
durée reste constante. On vérifie donc ainsi ce fait très important 
mis en relief par le calcul précédent, que la durée d'une petite 
oscillation est indépendante de l'écart initial, a. 

La durée des petites oscillations d'un pendule en un lieu déter- 
miné ne dépend pas de l'écart initial donné au pendule, mais 
seulement de sa longueur et de l'intensité de la pesanteur dans ce 
lieu. 
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EQUILIBRE DES CORPS SOLIDES NON LIBRES 




198. Équilibre d'un corps solide ayant un point fixe. — Con- 
sidérons un corps solide ayant un point fixe 0, et supposons 

que ce corps soit soumis 
à l'action d'un certain sys- 
tème de forces {fig. 121). 
Nous allons montrer que la 
condition nécessaire et suf- 
fisante pour que le corps 
soit en équilibre est que les 
*^" * forces du système se rédui- 

sent à une seule passant par le point 0. 

Il est évident déjà que cette condition est suffisante ; car si elle 
est remplie, on peut remplacer l'action du système de forces sur 
le corps solide par celle de la résultante R de ces forces ; or 
cette force, passant par le point 0, n'a pas d'autre effet que d'ap- 
puyer le corps sur le point 0, de faire naître une pression du 
corps sur ce point, et cette pression est détruite par la réaction 
que le point exerce sur le corps solide. 

Nous allons montrer qu'elle est nécessaire. Pour cela, nous 
réduirons le système de forces à deux dont une passe en 0. Si 
l'autre force R' n'est pas nulle ou ne passe pas par 0, elle 
aura pour effet de faire tourner le corps autour du point 
et cette action sera mesurée en quelque sorte par le moment de 
cette force par rapport au point : OAxR'. Quant à l'effet 
de la force R, il est évidemment nul, d'après les remarques que 
nous avons faites antérieurement. L'effet total ne peut donc être 

MBCÀN. (CENTR.) 14 
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nul que si la seconde force est nulle ou passe aussi au point 0, 
c'est-à-dire si le système admet une résultante unique passant au 
point fixe. 

Pour traduire analytiquement cette condition, on choisit 
habituellement trois aies de coordonnées rectangulaires passant 
au point et on exprime que la somme des moments des for- 
ces du système par rapporta chacun des axes est nuile. Cela 
revient à exprimer que le moment résultant par rapport au 
point est nul, etcelui-ci se réduit justement au moment de la 
seconde résultante par rapport au point 0, Toutesces questions 
ont été traitées dans la théorie des moments. 

Si nous désignons, comme on le fait habituellement, par F* 
l'une quelconque des forces du système, par Xi,, Y*, Z*, les 
composantes de cette force suivant les axes, et par xi,, y*, ï* les 
coordonnées de son point d'application, nous aurons pour 
expression des moments par rapportaux axes : 
U = tj^, -ï*Y*, M» = ï»X*-i*Z„ Nt = x,\^ -y»X* 

et, par suite, pour composantes du moment résultant par rap- 
port aux axes, 

L = SL», M = ÏM*, N = SN*. 

Les conditions d'équilibre sont donc, an point de vue analy- 
tique, L = 0, M = 0, N = 0. 

Le corps exerce alors sur le point une pression égale à la 
résultante générale du système et dont les composantes sont 
X = SX*, Y = SY*, Z = SZ*. 

La réaction du point sur le corps est égale et directement 
opposée à cette force. 

199. Levier. — Le levier théorique est un corps solide qui 
ne peut que tourner autour d'un point lise. Les conditions 
.iMn..n:h.-a .nnf -innc \gg mêmes que précédemment. 

e vue pratique, ce corps n'est soumis qu'à 
rces : son poids d'abord, une force à vaincre 
)t une action qui a pour but de triompher de 
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celle-ci et qu'on appelle la pmwance. Encore dans certains cas 
fait-on abstraction du poids du levier, qui est négligeable devant 
les deux autres forces. C'est ce que nous allons faire dans l'étude 
du levier employé par les maçons et les carriers, qui se compose 
uniquement d'une barre de fer très solide aux deux extrémités 
de laquelle sont appliquées les deux forces indiquées [fig. 122). 




Fig. 12Ï. 

Supposons, pour fixer les idées, que le levier soit employé à 
soulever une pierre très lourde. Alors on dispose devant cette 
pierre un autre corps solide très résistant, une pierre ou un 
morceau de fer de forme allongée, sur lequel on place le levier; 
on engage l'une des extrémités B sous la pierre à soulever et à 
l'autre extrémité on applique une force P suffisante pour sou- 
lever cette pierre. En négligeant le poids du levier, on voit qu'il 
est soumis à deux forces P et Q, Tune appliquée directement 
en un point A, l'autre, qui est une pression provenant de la 
pierre, et appliquée en un point B. Ces deux forces doivent 
avoir une résultante passant au point d'appui, ; par consé- 
quent : 

1° Elles doivent être dans un même plan avec le point ; 

2* Leurs moments par rapport au point doivent être égaux 
et de sens contraires. 

Ces deux conditions se manifestent dans la pratique de la iaçon 
suivante. 

Lorsque le levier est placé sur son support 0, et qu'on lui 
applique une certaine force P, la pression exercée par le corps 
au point B se développe, et si les deux forces P et Q ne sont 
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pas dans un même plan avec le point d'appui, le levier glisse 
8ur son support jusqu'à c« que cela soit; ensuite, la force P 
augmentant, il arrive un moment où elle fait équilibre exacte- 
ment à la pression maxima que le corps puisse exercer sur le 
levier ; dès que ta force P augmente à partir de cette valeur, la 
"' — — • "oulevée. 

1 cette valeur maxima de Q et Pi la valeur corres- 
e P ; en appelant p et 9 les distances conslanfes du 
s deus forces P et Q, on aura Pi p = Qtq. Cette 
ne la valeur de P| ; quant à celle de Qi, elle dépend 
1 corps à soulever. Si P dépasse Pi, l'équilibre cesse 
le corps est soulevé. Tant que P augmente depuis 
Q augmente aussi depuis jusqu'à Qj, et l'on a à 
itant l'égalité Pp = Qq. Habituellement, on ne 
ans les calcnls que la limite supérieure de Q, Q,. 
appliquer la force P en différents points de la lige 
voit que la force utile en chaque point, P,, estinver- 
portionnelle au nombre p, c'est-à-dire à sa distance 
ippui. Cette longueur se nomme le bras de levier de 
Il y a donc avantage à employer un bras de levier 
plus le bras de levier est long, plus la force à dé- 
etite. C'est pour cette raison que la barre de fer des- 
ner levier est toujours assez longue et que la tige OB 
mité est placée sous le corps à soulever est toujours 
ilus courte que OA : pour réaliser cela, on place le 
levier généralement très près du corps à soulever. 
1 a avantage à ce point de vue à agir ainsi, il y a in- 
d'un auti'e côté. Supposons, pour nous en rendre 
e le levier soit destiné à élever un poids suspendu à 
te tige et désignons ce poids par Q. L'équilibre sera 
poids restera suspendu lorsque la puissance P sera 
tstance par la relation Pp = Qq ; la force à em- 
ira donc d'autant moindre que p sera plus petit ; 
vanche, l'arc décrit par le point d'application de la 
arie proportionnellement au nombre p et le chemin 
faire décrire au point A pour élever le poids Q 
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d'une même quantité sera plus long. Les chemins décrits par les 
points A et B sont proportionnels à p et à 5^ ; si donc P est 
par exemple le dixième de Q, il faudra déplacer son point 
d'application de 10<^" pour déplacer celui de Q de 1*". D'où ce 
principe formulé en langage courant : ce qu'on gagne en force, 
on le perd en chemin parcouru. 

Le plus souvent, les forces P et Q sont parallèles ; alors les 
bras de levier p et q sont proportionnels aux longueurs OA et 
OB et celles-ci peuvent remplacer dans toutes les considérations 
précédentes les longueurs théoriques p et q. 

On appelle levier du premier genre un levier dans lequel les 
points d'application de la puissance et de la résistance sont de 
part et d'autre du point d'appui ; c'est celui que nous venons 
d'étudier (pince à talon). La balance ordinaire, la balance ro- 
maine, les ciseaux sont aussi des leviers du premier genre. 

On appelle levier du second genre un levier dans lequel les 
points d'application de la puissance et de la résistance sont du 
même côté du point d'appui, celui de la puissance étant le plus 
éloigné. Dans ce levier, la puissance est encore moindre que la 
résistance, et le chemin que parcourt son point d'appui supé- 
rieur à celui que parcourt le point d'appui de la résistance. 
Ex. : la brouette, dont le point d'appui est sur l'axe de la roue. 

Les leviers qui action- 
nent les pompes, en par- 
ticulier la pompe à 
incendie, la cisaille du 
relieur ou du boulanger 

^s-vk^v^'A...^-^^---- '^'.^-■■.■.y. •^•' ^'^K"^. X. ., (fig* 123) sont des leviers 

du second genre. 
On appelle levier du 
troisième genre un levier dans lequel les points d'application de 
la puissance et de la résistance sont du même côté du point 
d'appui, celui de la puissance étant le plus rapproché. Ici la 
puissance est plus grande (jue la résistance; en revanche le 
chemin que parcourt son point d'application est moindre que 
celui parcouru par le point d'application de la résistance. Ex. : 




Fig. 123. 
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la pédale du rémouleur, les piDcettes L'avant-bras, dont l'arti- 
culation du coude est le point d'appui et qui est actionné par le 
biceps (qui s'attache un peu en avant du coude) est un levier du 
troisième genre. 
" ' 1 des leviers des deux derniers genres, les condi- 
re sont les mêmes que dans le premier cas et il ne 
!r que les deux forces P et 0, lorsqu'elles sont 
it de sens contraires: dans tous les cas, leurs 
rapport au point d'appui sont égaux et de sens 



tire d'un corps solide mobile autour d'un axe 
lurions pu (étudier les conditions d'équilibre d'un 
nobile autour d'un point fixe en introduisant la 
oint sur le corps et regardant ensuite le corps 
sous l'influence des forces qui le sollicitent et de 
Les sis équations d'équilibre prises dans un sys- 
yant pour origine le point d'appui nous eussest 
diatement que le moment résultant du système 
lé par rapport au point doit être nul. Les trois 
nsobtenuesenannulantles sommes des projections 
les trois axes donnent alors les valeurs des trois 
la réaction. 

qui nous occupe actuellement, nous allons pro- 
façon ; nous introduirons les réactions de l'axe sur 
! et nous regarderons ensuite le corps comme étant 

d'agir nous conduit sans peine à la condition sui- 

corps solide mobile autour d'un axe fixe êoit en 
faut et il suffit que la somme algébrique des mo- 
:es par rapport à cet axe soit nulle. 
ie voirque cette condition est nécessaire. Désignons 
',, F„ . . , , F„ les forces qui sollicitent le corps et 

. ., N;. les réactions qui proviennent de l'axe. Le 
I équilibre, la somme algébrique des moments par 
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rapport à un axe quelconque est nulle. Or si nous choisissons 
justement Taxe fixé dans le corps, les moments des réactions 
par rapport à cet axe sont nuls ; donc la somme des moments 
des forces F* est nulle aussi. 

Réciproquement la condition énoncée est suffisante. Réduisons 
en effet les forces F^ à deux, Fune d'elles ayant son point d'ap- 
plication sur l'axe ; le moment de cette force par rapport à 
l'axe est nul, et, comme la somme algébrique des moments est 
nulle par hypothèse, le moment de la seconde résultante par 
rapport à l'axe est aussi nul. Cette force est donc nulle ou bien 
elle rencontre l'axe. Dans le premier cas, son action est nulle; 
dans le second, elle est détruite par une réaction de l'axe, 
comme la première résultante d'ailleurs. 

201. Pressions. — Les pressions supportées par l'axe sont 
égales et opposées aux réactions. Rien, dans ce qui précède, ne 
permet de les déterminer. 

Nous nous proposons simplement ce problème dans le cas où 
Taxe est fixé par deux points seulement, et A. 

Pour le résoudre, nous prendrons la droite OA pour aite 
des z, le point pour origine et deux droites rectangulaires 
Ox et Oy menées par le point pour axes des x et des y 
(fig. 124). Appelons Ni et Nj les réactions des points et A 
sur le corps et exprimons qu'il y a équilibre entre ces deux 
forces et les forces appliquées au corps. Si nous désignons par 

X, Y, Z les composantes de la résultante 
générale, par Xi, Yi, Zi et par X2, Y2, Z2 
* celles des deux forces Ni et N2, les trois 

premières équations d'équilibre sont 

f X,-^X2H-X='0, 

(1) j Yi4-Y2-^Y = 0, 

Pour obtenir les trois autres, il faut 

Fig. 124. , , 

prendre les moments par rapport aux 
axes. Or les moments des forces Nj et Ns par rapport à Ox 
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sont respectivement et — aY2, en posant OA = a ; de 
même les moments des mêmes forces par rapport à Oy sont 
et aX2. Enfin, les moments des forces Fi et Fs par rapport à Oz 
sont nuls. Si donc on appelle L, M, N les moments résultants 
par rapport aux axes des forces appliquées au corps, les trois 
autres équations d'équilibre sont 

(2) l M-^aX2 = 0, 
N = 0. . 

L'équation N = ne renfermant que les forces données est 
la condition d'équilibre; les deux premières équations (2) défi- 
nissent Xî et Ys. En portant les valeurs trouvées pour Xg et 
pour Yg dans les deux premières équations (1), on en déduit 
Xi et Yi ; enfin la troisième équation (1) donne Zj n-Zg. Les 
pressions, égales et opposées aux réactions, sont connues en 
même temps que celles-ci. 

On voit, d'après cela, que les composantes Zi et Z2 suivant 
O2 sont seules indéterminées. Cette indétermination tient à 
l'hypothèse faite sur l'invariabilité d'un corps solide ; en vertu 
de cette hypothèse, le point d'application d'une force peut être 
transporté en un point quelconque de la ligne d^action de cette 
force, et tout point de cette ligne peut être considéré comme un 
point d'application. Il en résulte que les forces Zj et Za, qui 
ont la même ligne d'action, se composent en une seule, égale à 
leur somme algébrique ; de sorte que la statique des systèmes 
invariables ne fournit pas autre chose que leur résultante. 

Il n'en serait plus de même si, au lieu d'un solide géomé- 
trique, on avait un solide naturel ; car alors il faudrait tenir 
compte des lois de l'élasticité, qui achèveraient de déterminer 
le problème, si elles étaient connues. 

202. Remarque. — Certains organes de machines envisagés 
comme des leviers sont en réalité des corps solides mobiles 
autour d'axes fixes ; mais, si les deux forces qui les sollicitent 
sont perpendiculaires à l'axe, ce qui arrive constamment dans 
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la pratique, cette assimilation ne présente aucun inconvénient, 
puisque Téquation d'équilibre, Pp = Qq, est la même dans 
les deux cas, 

203. Balance. — La balance {fig. 125) se compose essentielle- 
ment d*un levier du premier genre, appelé fléau, mobile autour 
d'un axe horizontal. 

Pour rendre Tinfluence du frottement négligeable, cet axe est 




Fig. 125. 



réalisé de la façon suivante : le fléau porte en son milieu et per- 
pendiculairement à sa direction générale un couteau d'acier qui 
fait corps avec lui et dont Tarête vive est dirigé vers le bas ; 
cette arête repose sur un plan d'acier poli ou sur un plan d'agate 
porté par une colonne métallique verticale et suffisamment 
résistante, et le fléau oscille autour de cet axe. Aux deux extré- 
mités du fléau sont fixés d'autres couteaux d'acier parallèles au 
premier, mais dont l'arête vive est tournée vers le haut ; sur 
ceux-ci reposent des crochets ou des étriers auxquels sont sus - 
pendus des plateaux métalliques horizontaux dans lesquels on 
met, d'un côté, le corps à peser, de l'autre, les poids marqués 
qui doivent indiquer son poids relatifs 



218 " DYNAMIQUE ET STATIQUE 

Ce dispositif supprime aussi Tiofluence du frottement dails 
les mouvements d'oscillation des plateaux. Diverses combinai- 
sons permettent de rendre les mouvements des plateaux parfais 
tement libres, au moins dans les balances de précision. Nous 
engageons vivement le lecteur à étudier avec soin la description 
de la balance, soit dans un traité de physique assez détaillé, 
soit directement dans un laboratoire. 

Le fléau constitue donc en réalité un corps solide mobile autour 
d'un axe et la pression qu'il exerce sur le plan d'appui se répand sur 
toute la longueur de l'arête du couteau de suspension ; de même, 
les forces qui le sollicitent et qui proviennent des poids des pla- 
teaux et des charges qu'ils contiennent se répartissent souvent 
en divers points des arêtes des couteaux placés aux extrémités. 
Pour simplifier, nous supposerons, ce qui ne change rien à la 
théorie, que tous les axes indiqués se réduisent à des points 
situés dans un même plan perpendiculaire à Taxe de l'appareil, 
et nous traiterons le fléau comme un levier mobile dans un 
plan vertical autour d'un point fixe. 

Supposons la balance en équilibre naturellement ou sous l'ac- 
tion d'une force étrangère, de telle sorte que toutes ses parties 
soient en repos. Nous pouvons alors regarder chaque plateau 
comme étant un corps solide soumis à l'action de deux forces : 
son poids augmenté du poids de la charge qu'il porte et la résul- 
tante des réactions que l'arête du couteau de suspension exerce 
sur le crochet qui sert à suspendre le plateau. Ces deux forces 
doivent être égales et directement opposées ; par conséquent la 
pression que le plateau développe sur l'extrémité du fléau, 
pression qui est égale et directement opposée à la réaction, est 
une force verticale et descendante P égale au poids total du 
plateau et de sa charge. Tout se passe comme si ce poids était 
appliqué directement au fléau en un point de l'arête du cou- 
teau qui supporte le plateau. Donc, dans un état quelconque de 
la balance, tout se passe comme si le fléau était soumis à l'action 
de trois forces : son poids w, et les deux forces P et P' qui pro- 
viennent des plateaux. L'action de ces trois forces sur le fléau 
peut être évaluée en prenant la somme algébrique de leurs 
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moments par rapport à l'axe de suspension et, pour obtenir la 
condition d'équilibre> il faudra exprimer cpie cette somme est 
nulle. Nous parviendrons aussi bien à ces résultats en projetant 
le système sur un plan perpendiculaire à Taxe de suspension^ 
c'est-à-dire • en assimilant le fléau à un levier mobile dans un 
plan vertical autour d'un point fixe. 

204. ConditloDs de justesse. — Étudions d'abord la balance à 
vide et soient AOB le fléau mobile autour du point 0, G son 




centre de gravité, m son poids et p et p' les poids des deux pla- 
teaux. Les deux forces p et p' ont une résultante unique ver- 
ticale comme elles, égale à leur somme et appliquée en un 
point I de la droite AB. Les deux forces w et p H- />' ont de 
même une résultante verticale égale à m h- p -+- p' et appli- 
quée en un point g de la droite IG. Tout se passe comme si le 
fléau était soumis à l'action de cette seule force appliquée en g ; 
l'équilibre ne peut donc être réalisé que lorsque le point ^^ vient 
se placer dans le plan vertical de Taxe de suspension et au- 
dessous de cet axe. En général, la balance oscille d'abord autour 
de cette position d'équilibre et le point g dépasse tantôt dans un 
sens, tantôt dans Tautre le plan vertical indiqué. Dès que cela 
a eu lieu, la force m -^ p -^ p' tend à faire tourner la balance 
en sens contraire du mouvement qu'elle prend sous l'influence 
de la vitesse acquise et ce mouvement s'arrête au bout d'un 
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certain temps pour reprendre en sens contraire. Le léger frotte- 
ment de l'axe sur le plan de suspension et la résistance de l'air 
surtout contribuent à détruire ces oscillations et la balance finit 
— s'arrêter dans la position indiquée. 

îtte position se nomme \Aposilion normale d'équilibre. 
ion veut pouvoir échanger les plateaux, il faut évidemm ent 
p = p', car le point I ne doit pas changer. Nous suppose- 
i cette condition réalisée, bien qu'elle ne soit pas indispen- 
e. 
le point g était en 0, la balance serait indifférente ; elle 
îrait en équilibre dans une position quelconque, puisque la 
e un-p + p' serait toujours détruite . Si le point g était 
lessus du plan horizontal passant par l'axe, l'équilibre pour- 
encore être réalisé théoriquement ; mais la nioiudre oscil- 
in ferait basculer l'instrument, car alors, une l'ois l'équilibre 
uit, la force nu- p -<- p' tendrait à faire tourner l'ap- 
lil dans le sens du mouvement ainsi communiqué. La ba- 
e est dite folle dans ce cas. De pareilles balances nesont pas 
isables. 

ïpoint ;7, centre des forces parallèles p, p' et o, se nomme 
ntre de gravité fictif de la balance. 

(US les résultais précédents auraient pu s'apercevoir, mais 
moins de clarté, en prenant les moments des trois forces 
rapport au point 0. 

lia posé, nous dirons qu'une balance est juste quand, sous 
luence de poids égaux placés dans les deux plateaux, elle 
end la position d'équilibre normale. 11 faut pourcela que 
leuxnouvelles forces Paientunerésultante 2P quirencontre 
i l'axe de suspension dans la position indiquée, c'est-à-dire 
leurs distances au point soientégales. Donc les projections 
lA et OB sur l'horizon dans la position normale doivent 
égales. En désignant ces deux projections, Oa et Oé, sous 
am de bras de levier du fléau, la condition de justesse 
ince en disant que les deux bras de levier du fléau dans ta 
ion normale doivent être égaux . 
néralement le tléau est construit de façon à être symétrique 
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par rapport à un plan passant par Taxe de suspension. Son cen* 
tre de gravité est alors dans ce plan, et, si Ton suppose que les 
deux plateaux ont le même poids, p = />', le point I se place au 
milieu de AB, les trois points 0, 1 et G sont en ligne droite, et, 
dans la position d'équilibre normale, les deux bras du fléau, 
OA et OB, sont également inclinés sur Thorizon. La condition 
de justesse devient alors, plus simplement, OA = OB. 

Si les trois points 0, A et B sont en ligne droite, le point 
est le milieu de AB, les deux forces égales appliquées aux extré- 
mités du fléau ont une résultante appliquée en 0, toujours 
détruite par la résistance de ce point, quelle que soit Tinclinaison 
du fléau, le poids m appliqué en G, agit seul sur le fléau et le 
fait osciller autour de la position normale jusqu'à ce qu'il s'y 
arrête. 

Si les deux bras du fléau sont au-dessous de Thorizon, le 
milieu I de AB est aussi au-dessous du point 0, les deux forces 
appliquées en G et en I agissent toujours dans le même sens 
et la position normale d'équilibre est toujours une position 
stable, quels que soient les poids égaux placés dans les plateaux . 

Si les deux bras du fléau sont au-dessus de l'horizon, le point 
I est au-dessus du point et le point gf peut venir en ou au- 
dessus de ce point quand P est assez grand. La balance devient 
indifférente ou folle pour les poids un peu élevés. 

205. Sensibilité. — Au fléau de la balance est soudée une 
aiguille verticale qui se meut devant un arc métallique gradué, 
dans les balances de précision ; le de cette division indique la 
position d'équilibre normale. Dans les balances ordinaires cette 
aiguille se meut simplement devant un repère fixé à l'appareil 
et qui indique la position d'équilibre normale. Les oscillations 
de l'appareil sont marquées par les oscillations de l'aiguille 
autour du ou du repère. 

Considérons alors une balance qui satisfait aux conditions in- 
diquées précédemment et qui se tient en équilibre sous Tinfluence 
de deux poids égaux placés dans les deux plateaux et ajoutons 
dans l'un des plateaux une surcharge, g ; la balance s'incline 
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alors de façon que le plateau surchargé s'abaisse, et, comme do>us 
allons le montrer bientôt, après une série de petites oscilla- 
tions, elle se met en équilibre dans une position inclinée ; Taiigle 
dont elle a tourné est le même que celui dont l'aiguille elle- 
même tourne à partir de la position normale. On dit qu'une ba- 
lance est plus ou moins sensible suivant que cet écart est plus 
ou moins- grand pour une même surcharge q. Proposons-nous 
de le déterminer. 

Pour cela appelons Pie poids de chaque plateau avec la charge 
qu'il porte avant l'addition du poids 7, appelons / la longueur 
de chacun des bras du fléau, 2^ Tangle qu'ils font entre eux, d 




P+^t 



Fig. 127. 



la distance du centre de gravité du fléau au point 0, crson poids 
et cp l'angle dont l'appareil a tourné. En écrivant que la somme 
des moments par rapport au point est nulle, nous avons Téga- 
lité 

Vf An (p -h ©) -h md sin cp — (?-+-?)' sin (p — <p) = 0, 

et nous en déduisons 

__ ql sin fi 

^"^ "■ (2P-+-7)/cosp-hnTd' 

En général, ^ est aigu et voisin de 1^^ ; si nous supposons 

ql 
P = !<*f, la formule précédente devient tg? = -^ ; elle nous 

donne alors une approximation très simple de la formule précé- 
dente, et nous montre que tg<p est d'autant plus grand que l est 
plus grand et que m et (2 sont plus petits. Il y a donc avantage au 
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point de vue de la sensibilité à rendre le fléau long et léger et à 
faire en sorte que son centre de gravité soit près de Taxe de sus- 
pension. 

Au surplus, quand p = l^^^", c'est-à-dire quand les trois 
points 0, A et B sont en ligne droite, la valeur de tg«p est plus 
grande que celle que nous avons calculée et elle est indépendante 
de la charge initiale des plateaux. Si p est aigu, comme cela 
arrive généralement, la sensibilité est moindre, et elle diminue 
quand la charge des plateaux augmente. Il y a donc avantage à 
ee que les centres des trois couteaux soient dans un même plan ; 
c'est une nouvelle condition que les constructeurs cherchent à 
réaliser. Mais lors même que cette condition serait réalisée pour 
une balance vide, elle cesse de Têtre quand la balance est 
chargée, car alors le fléau se déforme et ses bras fléchissent. 

Si p est obtus et très voisin de 1**^, la sensibilité est plus grande 
encore, seulement la balance ne peut servir que pour de petites 
pesées; dès que P atteint la valeur qui annule le dénominateur 
de tgcp, la balance devient folle. Jusque là la sensibilité aug- 
mente avec la charge 2P. Une pareille balance serait avanta- 
geuse pour effectuer de petites pesées avec beaucoup de préci- 
sion. 

Nous en avons dit assez pour que le lecteur puisse se rendre 
exactement compte de la façon dont se comporte une balance 
ordinaire quelconque, et aussi de Tusage que Ton peut faire de 
divers dispositifs particuliers et que nous n'avons pas décrits 
pour ne pas nous perdre dans les détails. 

206. Poulie fixe. — La poulie fixe se compose essentielle- 
ment d'une roue en bois ou en fer, mobile autour d'un axe 
matérialisé par un cylindre de faible section droite, perpendicu- 
laire aux faces du cylindre qui constitue cette roue. La poulie 
est portée par une fourchette métallique appelée chape et munie 
d'un crochet destiné à fixer l'appareil. L'axe peut faire corps 
avec la chape : il traverse alors la poulie par un trou cylindrique 
appelé œil, et la roue seule tourne sur cet axe ; ou bien l'axe 
est fixé à la roue elle-même et tourne dans deux yeux pratiqués 
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aux branches de la chape. C'est la première disposition que 
nous étudierons surtout. 

Sur le contour de la roue est creusée une rigole appelée gorge 
de la poulie et sur laquelle passe une corde destinée à actionner 
l'appareil ; à l'une des extrémités est fixée la résistance : poids 
à soulever, corps à déplacer, etc. ; à l'autre, est placée la puis- 
sance destinée à vaincre la résistance. 

Le frottement de glissement de la corde sur la gorge de la 
poulie est considérable et n'a d'autre effet que de réaliser une 
forte adhérence entre la corde et la poulie : si on tire sur le 
brin du cordon resté libre avec une force suffisante, la poulie 
tourne autour de son axe et le corps attaché à l'autre brin est dé- 
placé, la corde ne glisse pas sur la poulie, elle l'entraine avec elle. 
Nous pouvons donc regarder les deux forces appliquées aux 
deux brins du cordon comme étant appliquées directement au 
corps solide constitué par la roue de la poulie, et nous pouvons 
appliquer à ce système au moment où il va se meltre en mou- 
vement, les lois de l'équilibre d'un corps solide mobile autour 
d'un axe fixe, ou celles d'un corps mobile autour d'un point 
fixe, en négligeant la longueur de l'axe effectif, qui est petite 
par rapport aux dimensions de 
l'appareil. Ce point sera effecti- 
vement le point de contact de la 
face intérieure de l'œil de la pou- 
lie avec l'axe sur lequel il repose. 

207. ËquUlbre sans IroKemenl. 
— La réaction de l'axe sur l'œil 
est alors normale aux surfaces 
en contact ; elle passe au centre 
de la poulie {/ig. 128). Les 
deux forces P et Q, appliquées 
aux deux brins du cordon, doi- 
vent avoir une résultante égale 
; par conséquent leurs moments par rapport au 
Jgaux et de sens contraires ; donc 
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P.OA = Q. OB, 
et, comme OA = OB, on a P = Q. D'autre part, la réaction 
N se transmet au point où le crochet de la poulie est fixé, 
de sorte que ce point de suspension et les deux forces P et Q 
doivent être dans un même plan. 

Il y a donc deux conditions d'équilibre : 

1° Les deux brins du cordon et le point de suspension doivent 
être dans un même plan ; 

2° La puissance doit être égale à la résistance. 

Lorsqu'on tire au début sur le brin du cordon AP, la corde 
se tend et la poulie change de place jusqu'à ce que son point 
de suspension soit dans un même plan avec les deux brins 
du cordon, puis le système reste en repos tant que la force P 
est moindre que Q. Dès que P atteint et dépasse un peu 
la force Q, la roue se met en marche et tourne dans le sens AP. 
Tels sont les phénomènes que Tétude faite antérieurement 
permet de prévoir ; ce sont aussi ceux qu'on observe, bien 
qu'on ait négligé le frottement et que, par suite, les condi- 
tions formulées par l'équilibre soient inexactes. Nous devons 
donc nous attendre à ce que l'influence du frottement se mani- 
feste seulement sur la grandeur de la force P . 

208. Équilibre avec froiiemenr. — La réaction de l'axe sur la 

face intérieure de l'œil de la poulie 
se compose d'abord d'une force F 
normale aux surfaces en contact et 
passant par le centre de la poulie, 
puis d'une force tangentielle S due 
au frottement, qui se développe en 
sens contraire du sens où le mouve- 
ment tend à se produire et qui donne 
avec N une force résultante R fai- 
sant avec elle l'angle du frottement 
9. La force R doit être égale et di- 
rectement opposée à la résultante 
des deux forces P et Q. D'ailleurs 
cette force R se transmet au point d'attache ou de suspension 

MéCAN. (gentr.) 15 




Fig. 129. 
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du crochet. Par conséquent la'première loi d'équilibre ne change 
pas ; les deux brins du cordon et le point de tuspemion doivent 
être dans un même plan . 

Pour obtenir l'autre loi d'équilibre, nous nous placerons dans 
le cas simple où les deux cordons sont parallèles et nous écriroos 
que les moments de P et de Q par rapport au point C sontégaux. 
Appelons r le rayon de la poulie, p le rayon de l'œil ; la distance 
CB est égale à r-npsino, la distance CA, à r — psimp ; 
nous avons donc 

P()- — p sin o) = Q()- -h p sin f), 
ce qui montre qu'ici P est plus grand que Q ; P surpasse Q de 

la quantité ■ ■ . ° ; c'est là l'influence du frottement. 

^ r— psitif 

Nous voyonsquc cetteinfluence diminue quand — diminue. 

Il y a donc avantage à rendre petit le rayon de l'œil par rapport 
à celui de la poulie. 

Qu'il y ait frottement ou non, la pression exercée par l'appareil 
sur son axe est la résultante des deux forces P et Q ; en particu- 
lier, quand les cordons sont parallèles, cette pression est égale à 
P -f- Q. Elle s'exercerait au point le plus élevé s'il n'y avait pas 
de frottement ; elle s'exerce en réalité un peu de côté, du coté 
de la puissance, au point où le rayon fait l'angle tp avec la paral- 
lèle aux cordons. 

Quand la machine est en mouvement, les points d'application 
des forces P et Q parcourent des chemins égaux et le rapport des 
forces est bien encore égal à celui des chemins parcourus ou à 
son inverse, mais seulement quand on néglige le frottement. 
Quand on tient compte du frottement, la force P est plus grande 
que Q ; il y a donc une portion de cette force qui semble inuti- 
lisée. Elle est employée à vaincre le frottement et produit, 
comme il est l'acile de s'en assurer, réchauffement des corps en 
t. 

uilibre de quelques maohineB sans frottement . 
Bmlance romaine. — La balance romaine est un levier 
mier genre dont le point d'appui est lixe ainsi que Ife 
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Fig. 130. 



point d'application de la résistance. La puissance est cons- 
tante en grandeur, mais son point d'application est variable. 

Le levier est d'ailleurs constitué par une tige AB que l'on 
suspend par un crochet articulé au point d'appui, {fig, i30). 

Les corps que 
l'on veut peser et 
qui forment la 
résistance Q sont 
suspendus à un 
crochet articulé 
au point B; enfin 

la puissance est 
un corps de 
poids constant P, qui se déplace le long de la tige. Le centre de 
gravité de l'appareil, indépendamment du poids P, doit être 
un point G situé entre et B ; sans cela on ne pourrait pas. 
peser des corps de faible poids. 

Soit m le poids de l'appareil, non compris le poids P, et soient 
Q la résistance et A le point d'application de la puissance. Sup- 
posons que l'appareil soit en équilibre, que le levier soit hori- 
zontal, et appliquons le théorème des moments par rapport au 
point 0. L'équation d'équilibre est alors 

(1) P.0A=m.0G4-Q.0B. 

Hais, si Ao est le point d'application de la puissance quand 
le levier est horizontal et en équilibre sous la seule action des^ 
forces P et m, on a 

(2) P.OAo =nj.OG. 

En retranchant membre à membre, on en déduit 

P.AoA = Q.OB, 
AoA 



d'où 



Q = P 



OB 



ce qui permet d'évaluer Q en lisant AçA. 

L'appareil est du reste gradué de manière à éviter le calcul 
qu'exigerait l'emploi de cette formule. Pour le graduer, on re- 
marque que la distance AqA est proportionnelle à Q, de sorte 
que si l'on suppose Q = 10*^, il suffit de partager A^A en 
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dix parties égales et de prolonger les divisions au delà du 
point A. 



- 210. Uascule du cummei-ce de Quintenz. — Elle se compose 
essentiellement de deux leviers du second genre ac et bd {jig. 
131 et 132) et dun levier du premier genre mo. Le levier ac 




est en réalité un triangle métallique dont un sommet est en 
a et dont les deux autres sommets reposent par des couteaux sur 
la partie horizontale H d'un bâti HV qui affecte la forme de 



ÉQUILIBRE DE QDELQUES MACHINES 229 

deux faces consécutives d'un parallélépipède rectangle et qui sup- 
porte tout l'appareil . La figure 131 représente la projection verti- 
cale de tout le système et la projection horizontale CiCga, du triangle 
métallique. Ce triangle est projeté verticalement en ac et le point 
c est aussi la projection verticale des deux couteaux sur lesquels 
reposent les sommets du triangle projetés horizontalement en 
Cl et Cj. Le triangle métallique est relié au levier mo par une 
tige articulée am. Quant au levier mo^ il repose sur la face ver- 
ticale du bâti par un couteau placé en o, et son extrémité libre 
p porte un plateau sur lequel on place les poids marqués. Dans 
les bascules en usage dans les gares pour peser les bagages, ce 
plateau est remplacé souvent par un poids fixe qui se déplace le 
long de la tige du levier mo préalablement graduée. 

Le levier du second genre hd est en réalité un tablier relié au 
levier mo par une tige articulée dh^ et qui repose au moyen de 
couteaux tels que bb' sur le triangle métallique ac. C'est sur ce 
tablier qu'on place le corps dont on veut évaluer le poids Q, et 
l'appareil est construit de manière que, quel que soit le point g 
où le poids Q est appliqué, tout se passe comme si le poids Q 
était appliqué en A. Nous allons montrer que, pour qu'il en soit 
ainsi, il suffit que la bascule ait été construite de telle sorte que 

Ton ait 

oh cb' 

om ca 

Pour cela figurons à part le système des trois leviers et imagi- 
nons que le poids Q ait été décomposé en deux forces parallèles 
appliquées respectivement en 6 et en rf ; la dernière est égale à 

^ bd 

et son point d'application peut être transporté au point h. 
Quant à la première, égale à 

on peut transporter son point d'application en b' et la décom* 
poser ensuite en deux autres, appliquées respectivement en 
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c et en a. La première de ces deux forces est détruite par la 
tixité du point c et la deuxième, égale à 



peut être transportée au point m, puis décomposée en deux 
allèles et de sens contraire, appliquées respec- 
iO et en A. La première de ces deux forces est 
détruite par la fi- 
xité du point o, 
et la deuxième est 




! résultante égaie à leur somm 

fjd b'c om 



Il reste donc en 
définitive deux 
forces de même 
sens appliquées au 
point h. Ces deux 



la bascule a été construite de telle sorte que 



de telle sorte que 
oh 



lassera comme si la force Q était transportée inté- 
au point h, quelle que soit la position du point g. 
rs si P est le poids destiné à lui faire équilibre, p le 
plication fixe de ce poids, l'équation d'équilibre est 

Q . oft = P . op . 
lent on construit la balance de manière que 
i; alors Q = lOP, et le poids Q est égal à dix 
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fois le poids marqué avec lequel on lui fait équilibre dans le 
plateau de la balance. 

On peut montrer que si la balance n'est pas en équilibre et 
si le levier mop a un angle d'écart assez petit, les points 6 et rf 
descendent sensiblement de la même longueur et le levier bd 
reste sensiblement horizontal. Supposons en elfet que m çX h 
descendent en m' et h! : Tangle d'écart étant suffisamment petit, 
on peut considérer mm' et hh'y qui sont des arcs de cercle de 
centre o, comme confondus avec leurs tangentes en m et en 
h ; de sorte que les triangles semblables ohh' et omm' donnent 

mm! = hn! — — . 
oh 

En appelant de même aa' et b'b[ les quantités dont descen- 
dent respectivement le point a et le point b'^ on a 

aa = b'b\ • —77 • 
cb' 

Mais mm' est évidemment égal à ad^ donc 

,^,om ,,, ca , 
hh' — :- = b'b: 



oh ' cb' 

d'autre part, nous venons de voir que la balance est construite 
de telle sorte que 



om ca 



oh cb' ' 
il en résulte hh' = b'b'i. 

Or hh' est la quantité dont descend le point rf, b'b'i est la 
quantité dont descend le point b' et par suite dont descend le 
point 6; donc enfin bd demeure sensiblement horizontal. 

211. Équilibre d*un système de corps. -^ Chaque corps exerce 
une action sur le corps voisin et éprouve de la part de celui-ci 
une réaction égale et opposée; de sorte que l'on peut remplacer 
l'action de chaque corps par une force de grandeur et de direction 
convenables. D'après cela, la méthode générale pour exprimer 
l'équilibre d'un système de corps consiste à considérer chaque 
corps comme libre et soumis : 1° à l'action des forces données ; 
2° aux réactions des corps voisins ou des forces remplaçant les 
liaisons existantes. 



232 DYNAMIQUE ET STATIQUE 

En écrivant alors les conditions d'équilibre de chaque corps, 
on aura des équations permettant de définir et les positions 
d'équilibre et les réactions mutuelles. 

Si Tundes corps est réduit à un point, on considère ce point 
comme la limite d'une sphère de rayon très petit, et si le corps 
voisin est une surface finie, on applique au point des forces 
opposées de même intensité et normales à la surface. 

On opère de même si l'un des corps se termine par une pointe 
reposant sur une surface finie. 

212. Tension d'un fil.- Commecas particulier, examinons celui 
où l'un des corps est un fil. Dans ce cas nous supposerons tou- 
jours le fil sans poids. Pour qu'il y ait alors équilibre, il faut 
que la résultante des actions des corps voisins sur l'extrémité A 
du fil soit dirigée suivant le fil AB et soit égale et opposée à la 

< . ^ ^ résultante des actions sur l'extrémité B 

^ ^ (fig. 134). Il faut de plus que ces deux 

Fig. 134. / ri 

résultantes tirent le fil et non pas qu'el- 
les soient dirigées l'une vers l'autre. Chacune de ces forces s'ap- 
pelle la tension du fil ; enfin, chacune d'elles est égale et oppo- 
sée à la force qu'il faudrait appliquer au corps voisin pour 
remplacer l'action du fil. 

Si le fil est dévié par un obstacle sur lequel il peut glisser sans 
frottement, nous admettrons que les forces appliquées aux 
extrémités sont encore égales. 

213. Poulie mobile; condition d'équilibre.— Soit Q la résis- 
tance, et soit P la puissance qui s'exerce intégralement par 
l'intermédiaire d'une poulie fixe; soit M le point fixe auquel 
est attachée l'une des extrémités de la corde (fig. 135). On 
peut considérer le système formé par la corde et la poulie 
comme libre à condition de remplacer la fixité du point M par 
une force égale à la tension du cordon ; soit T cette tension. On 
a ainsi à exprimer l'équilibre d'un corps libre soumis à Faction 
des trois forces P, Q et T. Pour que ces trois forces se fassent 
équilibre, il faut d'abord qu'elles soient dans un même plan, 
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qui sera nécessairement vertical si la résistance est un fardeau à 

soulever. 

Soit le poin t de rencontre de ce 
plan avec Taxe de la poulie; en 
exprimant que la somme algébrique 
des moments par rapport au point 
est nulle, on voit que l'on doit avoir, 
aussi T = P. Enfin, la force Q 
devant être égale et opposée à la ré- 
sultante des deux forces P et T, qui 
sont égales d'après ce que nous ve- 
nons de voir, il faut que Q soit diri- 
gée suivant la bissectrice de l'angle 
des deux cordons, ce qui montre que 
les deux cordons doivent être égale- 
ment inclinés sur l'horizon. D'ail- 
leurs, on peut dire que Q est égale 
et opposée à la pression exercée sur 
Taxe parles deux forces égales Pet 
T ; de sorte que si Ton appelle 2a l'angle des deux cordons, on 
peut écrire, en vertu de la condition d'équilibre de la poulie fixe, 

Q = 2P cos a, 
Q 




+0 



Fig. 135. 



d'où 



P = 



2 cos a 



D'après cela, on voit que si les cordons sont parallèles, ce 
qui est le cas de la figure, a est nul, cos a est égal à l'unité, et 
l'on peut faire équilibre à la force Q par une force P qui en 
est la moitié. 

Il est aisé de voir que si la machine est en mouvement, les 
forces étant supposées en équilibre à chaque instant, ce que l'on 
gagne en force on le perd en chemin parcouru. En effet, sup- 
posons par exemple que les cordons soient parallèles et que le 
centre de la poulie se soit élevé de en 0', ce qui veut dire que 
le point d'application de la résistance a parcouru le chemin 00^ 
Les longueurs des cordons parallèles ont alors diminué respec- 
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tivement de BB* el de AA'. H en résulte que le point d'applica- 
tion de ia puissance (|ui est un point quelconque de AA' a par- 
couru le chemin 2 AA', c'est-à-dire le double de celui qui a été 
parcouru par le point d'application de la résistance. 

ât4. Moufles el palans. — On appelle moufle un ensemble de 
poulies montées sur une même chape et pouvant tourner 
séparément autour du même axe ou autour d'axes différents. 

On appelle palan un système de 
deux moufles dont l'une est ftxe et 
l'autre mobile. Un cordon, fixé à la 
moufle fixe par une disposition ana* 
logue à celle qui est figurée ci-contre 
{fig. 136), s'enroule sur la gorge de la 
p première poulie de la moufle mobile, 

passe ensuite sur la gorge de la pre- 
mière poulie de la moufle fixe, puis 
de là sur la deuxième poulie de la 
moufle mobile, et ainsi de suite. Il 
passe une dernière fois sur la gorge 
d'une poulie appartenant àla moufle 
fixe, et c'est sur l'extrémité libre 
de ce cordon que l'on fait agir la 
puissance P. La résistance Q est ap- 
pliquée à la chape de la moufle mo- 
Fig. m. bile. 

Pour simpiilier on peu t, sans erreur 
sensible, supposer tons les cordons parallèles et verticaux. En 
vertu de la théorie de la poulie fixe et de la poulie mobile, la 
tension en tous les points du cordon est égale à P; on peut 
alors supposer que toutes les poulies de la moufle inférieure sont 
en équilibre sous l'action de la force Q. Dès lors si n est le 
nombre des poulies de la moufle inférieure, on voit que la résis- 
tance Q fait équilibre à 2n forces verticales égales à P ; par 
suite on a 
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et Ton pourra vaincre une résistance donnée avec une puissance 
2n fois plus faible. 

Comme dans le cas de la poulie mobile, il est aisé de voir que 
ee que Ton gagne en force on le perd en chemin parcouru. Sup- 
posons en effet que le point d'application de la résistance ait 
parcouru un chemin h ; la longueur de chacun des cordons, 
supposés parallèles, a alors diminué de h ; par suite, puisque 
le nombre des cordons est 2rï, le point d'application de la puis- 
sance a parcouru le chemin 2n/i. 

215. Treuil ordinaire. — Le treuil est un corps solide mobile 
autour d'un axe fixe. C'est généralement un cylindre appelé 
arbre et qui eSt mobile autour de son axe AA' {fig. 137). La fixité 
de Taxe est obtenue au moyen de deux tourillons t et t' repo- 
sant sur deux coussinets c et c'. Sur la circonférence du cylin- 
dre s'enroule une corde dont 
une extrémité est fixée en un 
point B de l'arbre, et dont 
Textrémité libre porte le far- 
deau à soulever ou résistance à 
vaincre. La puissance s'exerce 
soit en un point de la circon- 
férence d'un cylindre ayant 
même axe que l'arbre mais 
un rayon plus grand, soit à 
l'extrémité d'une manivelle 
iMe à l'arbre. Lorsque l'arbre est vertical, le treuil prend le 
nom de cabestan. 

Supposons que le centre de gravité de l'appareil se trouve sur 
Taxe et que la puissance et la résistance soient tangentes aux 
deux cylindres; soient d'ailleurs R et r les rayons de ceux-ci. 
Pour que le système soit en équilibre, il faut et il suffit que là 
somme algébrique des moments par rapport à l'axe des deux 
eylindres soit nulle. Il faut donc d'abord que la puissance et la 
résistance fassent tourner le corps dans des sens différents et, 
ensuite, que Ton ait PR = Qr. 
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Fig. 137. 
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Le poids des deux cylindres n'intervient pas dans l'équation 
d'équilibre, parce que leur centre de gravité est supposé sur 
Taxe. On peut du reste obtenir encore cette équation de la 
manière suivante. 

Soient A et B les points d'application respectifs de la puis- 
sance et de la résistance [fig. 138). Figurons les sections des 
deux cylindres par les plans perpendiculaires à l'axe menés par 
les points A et B, et soient OA et wB les rayons des sections qui 
aboutissent en ces points. La résistance étant verticale, le 
rayon «>B est horizontal ; soit alors OC le rayon horizontal de 
la section droite menée par A. On ne change rien à l'état du 

corps en appliquant au point C 
les deux forces verticales P et 

*— V F — P > ^^» '^'^ à.Q\x\ forces P et — P 

^.^--->I,^^- -— Qy ^ 1/ \p appliquées respectivement en A 
Or \ yc et en C ont une résultante, F, 

dirigée suivant leur bissectrice et 
qui est par suite détruite par la 
résistance de Taxe, puisqu'elle 
^^' passe par le point 0. Pour que 

le système soit en équilibre, il faut alors et il suffit que la 
orésultante des deux forces parallèles et de même sens P et Q, 
appliquées respectivement en G et en B, soit appliquée au point 
de rencontre I de l'axe et de BC. Ceci exige que l'on ait 

Q ~ IC ' 
mais la similitude des deux triangles IwB et lOC donne 

IB _ a)B r 

Te ■" oc" " ¥^ 

p r 
par suite, on a 77 = "B"' 

et enfin PR = Qr. 

Nous retrouvons bien ainsi la condition d'équilibre obtenue 

plus haut. 

On en déduit P = Q-^, 
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r 
de sorte que si — est très petit, la puissance P sera une 

fraction très petite de la résistance. 

On peut donc, au moyen du treuil, vaincre une résistance 
donnée avec une puissance aussi petite que Ton veut, en prenant 
r suffisamment petit ou R suffisamment grand. En réalité, dans 
la pratique, r et R ne peuvent dépasser certaines limites infé- 
rieures ou supérieures, à cause de la solidité de l'appareil. 

Pour avoir la charge des tourillons, on décompose la force 
P4- Q appliquée en I en deux autres, pi et ^25 appliquées aux 
deux tourillons; on décompose de même la force F, appliquée 
au point 0, en deux autres /i et /i, appliquées respectivement 
aux mêmes points que pi et pa. La charge du premier tourillon 
sera la résultante des deux forces pi et ^ ; celle du second sera 
de même la résultante de p^ et de ^. 

Véritions encore que ce que Ton gagne en force on le perd en 
chemin parcouru, ce qui revient à dire que le rapport des che- 
mins parcourus par les points d'application de la puissance et 
de la résistance, quand ces forces se font équilibre, est égal au 
rapport inverse des forces. 

Supposons donc que la résistance Q ait parcouru le chemin A, 
et cherchons le chemin parcouru par le point d'application de 
la puissance. Pour cela, observons que la corde à laquelle est 
appliquée la force Q s'est enroulée d'une longueur h sur l'arbre 
du treuil ; donc l'arbre du treuil et la roue ont tourné d'un 
angle a défini par l'égalité 

h = ra, 

l'angle a étant évalué au moyen de l'arc intercepté sur le cercle 

de rayon 1 . D'autre part, tout point de la roue a décrit un arc 

correspondant à l'angle au centre a dans un cercle de rayon R ; 

donc tout point de la roue a décrit un chemin h' défini par 

l'égalité 

h' = Ra. 

Mais h et h' sont précisément les chemins parcourus respec- 
tivement par les points d'application de la résistance et de la 
puissance, et les deux égalités précédentes nous montrent que 
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l'on a 



A 

h' 



r 
R 



r P 

Comme — est égal à - d'après la condition d'équilibre, on 

voit bien que le rapport des chemins parcourus est égal au rap- 
port inverse des forces. 

216. Treuil différentiel. — Comme toutes les machines que 
nous avons décrites jusqu'ici, le treuil différentiel a pour objet 

de vaincre une résistance 
donnée avec une puissance 
qui ne soit qu'une faible 
fraction de la résistance. Il 
se compose de deux cylin- 
dres de rayons différents 
mais de même axe {fig, 139). 
Une même corde s'enroule 
sur les deux cylindres, 
mais en sens inverse, de 
telle sorte que lorsqu'elle 
s'enroule sur l'un, elle se 
déroule de Tautre. Cette 
corde supporte une poulie mobile, à la chape de laquelle on 
attache le fardeau à soulever^ c'est-à-dire la résistance Q qu'il 
s'agit de vaincre. Quant à la puissance, elle est appliquée tan- 
gentiellement à la circonférence d'une roue de même axe que 
les premiers cylindres, mais dont le rayon est beaucoup plus 
grand. Cherchons la condition d'équilibre et, pour cela, remar- 
quons que la poulie étant elle-même en équilibre, la tension 

des cordons qui la supportent est égale à — j en supposant, bien 

entendu, que ces cordons soient parallèles (*). Nous avons alors 
à exprimer qu'il y a équilibre entre les trois forces P, T' et T 




Fig. 139. 



(*) Le diamètre de la pouUe est réglé de façon à ce qu'il en soit ainsi, 
ce qui suppose que ce diamètre est égal à r-^r'. 
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perpendiculaires toutes les trois à Taxe des cylindres, T' et T 
désignant les tensions des deux cordons. Il suffit, pour cela, 
d'exprimer que la somme algébrique de leurs moments par 
rapport à cet axe est nulle. Or si Ton appelle R le rayon de la 
roue à laquelle est appliquée la force P, r le rayon du grand 
cylindre et / le rayon du petit cylindre, les valeurs absolues 
des moments sont respectivement PR, Tr et TV, où d'ail- 
leurs T = r = — • Le moment des deux forces T' et P 

z 

étant de même sens, on en conclut Téquation d'équilibre 

PR -h TV = Tr ; 

Q r — / 

on en déduit P = -^ t; — » 

2 R 

ce qui montre que l'on peut prendre r — r' assez petit pour 
que P soit une fraction aussi petite que l'on veut de la résis- 
tance. 

Vérifions encore une fois que ce que Ton gagne en force on 
le perd en chemin parcouru. Appelons pour cela a Tangle dont 
a tourné le treuil quand le point s'est élevé de h et que par 
suite les longueurs des deux brins de cordons compris entre la 
poulie et l'arbre ont diminué chacune de A, de sorte que 
l'ensemble des deux brins a diminué de ih. Mais ih représente 
évidemment la différence entre la portion de cordon qui s'est 
enroulée sur le grand cylindre et la portion qui s'est déroulée 
sur le petit cylindre. L'angle de rotation étant «, ces deux por- 
tions de cordon ont respectivement pour valeurs ra et /a ; on a 

donc 

ih = {r — r^)oL^ 

et h = — 2"^- 

D'autre part, on voit comme dans le treuil ordinaire que le 
point d'application de la puissance a parcouru le chemin 

h' = Ra. 
On en déduit 

h r — / 

1I^"""^r"' 
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c*est-à-dîre, en vertu de la condition d'équilibre, 

A- 1 
ft' ~ Q ' 

217. Treuil des carriers. — Comme les treuils ordinaires, le 
treuil des carriers {(ig. 140) se compose d'un arbre auquel on 
applique la résistance, et d'une roue de très grand rayon ayant 



Fig. 140. 

même axe que l'arbre et sur laquelle on fait agir la puissance. 
Cette roue est garnie de chevilles permettant à un homme de 
se déplacer sur la circonférence de la roue comme sur une échelle. 
C'est le poids de l'homme qui remplace la puissance, de sorle 
que celle-ci est constante en grandeur et en direction et que, 
seul, son point d'application varie. 
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Pour avoir la condition d'équilibre, projetons la figure sur un 
plan perpendiculaire à l'axe [fig. 141), 
et soient alors A et B les points d'ap- 
plication de la puissance et de la résis- 
tance. Soient aussi r lerayondeTarbi-e, 
R Celui de la roue et a l'angle du rayon 
OA avec l'horizon. En exprimant que 
la somme alj^ébrique des moments par 
rapport à l'axe est nulle, on trouve sans 

"" difficulté l'équation d'équilibre ; 

Or = PRcos«. 

Cette équation délinit l'angle a, et on en tire 




cosa = 



PR 



ce qui montre que le problème n'est possible que si l'on a 

Qr < PR, 
c'est à-dire Q < P— - 

On a ainsi la limite de la charge qui peut être vaincue par 
unepuissancedonnée P. 

218, Cabestan. — Le cabestan est un treuil à axe vertical 



Fig. ita. 

employé dans les ports ; il est représenté dans la figure 142. 
On maintient vertical le cylindre du treuil au moyen d'un bâti 

aiUN. (CKKTIt.) 1S 
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fixé au sol. A rextrémité supérieure de ce cylindre est fixée une 
barre horizontale AB, aux extrémités de laquelle on applique 
la puissance. 

' Quant à la corde, elle s'enroule d'un côté sur le cylindre, et 
se déroule de l'autre côté .La théorie du cabestan est la même 
que celle du treuil. La seule différence consiste en ce que le 
poids du cylindre porte sur le bâti. 

âl9. Équilibre d*iiD corps solide s*appiiyant sur ua plan fixe 
par un ou plusieurs points. — Quand un corps solide s'appuie 
sur un plan fixe par plusieurs points, on appelle polygone de 
sustentation un polygone convexe ayant pour sommets des points 
d'appui et tel que tous les autres points d'appui soient à Tinté- 
rieur de ce polygone. 

Pour qu'un corps solide assujetti à ces conditions soit en équi- 
libre, il faut et il suffit que toutes les forces qui agissent sur lui 
aient une résultante normale anplan^ le rencontrant à l'intérieur 
du polygone de sustentation et pressant le corps contre le 
plan. 

Soient, en effet. Pi, P2, ... les points d'appui. La pression du 
corps développe des réactions normales au plan et appliquées 
aux points Pi, P2, Toutes ces réactions sont des forces paral- 
lèles et de même sens ayant une résultante normale au plan et 
appliquée en un point situé à l'intérieur du polygone de susten- 
tation, ainsi que cela résulte de la composition des forces paral- 
lèles et de même sens. Cette résultante devant être équilibrée 
par les forces appliquées au corps, celles-ci doivent avoir une 
résultante normale au plan, rencontrant le plan à Tintérieur du 
polygone de sustentation et qui doit presser le corps contre le 
plan ; donc les conditions énoncées sont nécessaires. Elles sont 
suffisantes, car si elles sont remplies, on peut décomposer la 
résultante des forces appliquées au corps en trois forces paral- 
lèles et de même sens qu'elle, appliquées en trois des sommets 
du polygone de sustentation et détruites par conséquent par la 
résistance du plan. 

En particulierjS'il y a un seul point d'appui^ la résultante doit 
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passer par ce point. S*il y en a deux, elle doit rencontrer la 
droite qui les joint en un point situé entre ces deux points ; en 
la décomposant alors en deux forces parallèles et de même sens 
appliquées aux deux points d'appui, on aura les pressions sup- 
portées par ces points. De même s'il y a trois points d'appui, la 
résultante doit rencontrer le plan à l'intérieur du triangle formé 
par ces trois points et, en la décomposant en trois autres, paral- 
lèles et appliquées aux sommets du triangle, on pourra évaluer 
les pressions supportées par les points d'appui. Il n'est plus pos- 
sible d'évaluer ces pressions quand le nombre des points d'appui 
est supérieur à trois ; car alors le problème de la décomposition 
d'une force en plusieurs autres qui lui soient parallèles est indé- 
terminé. 

On peut obtenir ces divers résultats par la méthode analyti- 
que suivante : 

Rapportons le corps à trois axes rectangulaires tels que les 
axes des x et des y soient situés dans le plan donné, et appelons 
A„ Aa, . . ., A„ les points d'appui ; ar,, y,, a?2, t/2, • . ., a:„, y„ 
leurs coordonnées dans le plan des xy ; R,, R2, . . ., Rn leurs 
réactions normales au plan ; X, Y, Z les composantes de la résul- 
tante générale des forces qui agissent sur le corps ; enfin L, M, 
N les composantes de l'axe du couple résultant relatif au point 
ou du moment résultant par rapport à ce point. 

Si l'on observe que les moments des forces R par rapport à 
l'axe des z sont nuls, parce que ces forces sont parallèles à Oz, 
les six équations d'équilibre sont 

I X = 0, ( L + SR^j/i = 0, 

(i) ! Y = 0, (2) ) M — 2R.ar, = 0, 

f Z-r-SR, = 0; f N = 0. 

Les équations X = 0, Y = 0, N = étant indépen- 
dantes des réactions, expriment les conditions d'équilibre. Elles 
signifient que les forces appliquées au corps ont une résultante, 
puisque la condition LX -4- MY -f- NZ = est remplie, et que 
cette résultante est parallèle à Os, puisque X et Y sont nulles. 

Relativement aux réactions, nous n'avons que les trois rela- 
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tiODS 

i Z + R, + R|H hR„ = 0, 

(3) j L + R,y. -^ R.!/,H h R„y„ = 0, 

f M — {R,x,-HRiXiH i-R„i/„) = 0, 

en vertu desquelles le problème de la détermination des réac- 
tions n'esfdéterminéque si te nombre des points d'appui est 
inférieur ou égal à 3. Pour entrer dans plus de détails, distin- 
guons plusieurs cas. 

1" Un seulpoinl d'appui. — II n'y a alore qu'une réaction, et 
si l'on prend le point d'appui pour origine des coordonnées, les 
équations (3) deviennent 

Z + R, =0, L=0, M = 0. 

La première détermine ia valeur de la réaction, et les deux 
autres, jointes à N = 0, expriment que la résultante générale 
passe par l'origine, puisque ses moments par rapport aux axes 
sont nuls. Il y a donc cinq conditions d'équilibre : X = 0, 
Y = 0, L = 0, M = 0, N - 0, et la réaction du plan est dé- 
terminée. 

2" Deux poinis d'appui. — On peut supposer que l'origine 
soit l'un d'eux et que Ox passe par l'autre ; de sorte que les 
équations (3) deviennent 

Z + R, -H R, =^ 0, 
L = 0, 
M— R^j^O, 
L'équation L = signilieque la résultante rencontre l'axe 
Oj: ; les deux autres équations déterminent R, et Ri. 

3" Trois points fixes. — Les équations (3) sont au nombre 
de trois et déterminent les réactions, excepté si les trois points 
sont en ligne droite ; car en prenant cette droite pour axe des. 
X, elles se réduisent à 

Z-^R, + Rj + R3 = 0, 

L = 0, 

l — R,a^, — Rii, — Rjj;, = 0, 
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dont deux seulement renferment les trois réactions, la troisième, 
L = 0, exprimant une autre condition d'équilibre, à savoir 
que la résultante rencontre la droite qui contient les trois points 
d'appui. 

4° Plus de trois points. — Dans ce cas, il n'y a jamais que 
trois conditions d'équilibre si les points ne sont pas en ligne 
droite; mais les équations (3) sont insuffisantes pour déterminer 
les réactions. 

Ajoutons enfin, pour terminer, qu'aux conditions trouvées il 
faut ajouter des conditions restrictives, non fournies par les 
équations, pour exprimer que la résultante presse le corps contre 
le plan et tombe à l'intérieur du polygone de sustentation. Ce 
dernier point sera réalisé si on suppose toutes les forces R de 
même signe. 



EXERCICES SUR LA DYNAMIQUE 
ET LA STATIQUE (') 



33. La résultante de deux forces F et F' (F > F*) appliquées 
au même point est égale à 2(F — ï^ ; calculer l'ang'le de ces deux 
forces. 

33. Deux forces égales font entre elles l'angle a: déterminer cet 
angle parla condilion que la résultante soit égale à chacune d'elles. 

34. Deux forces P et font l'angle a ; déterminer cet angle 

P + 
par la condition que la résullante soit égale h — r — • — Dis- 
cussion. — Cas oii P = Q. 

25. Décomposer une force en deux autres qui soient perpendicu- 
laires entre elles, connaissant la somme de ces deux forces. 

26. On donne trois points A, B, C en ligne droite et un point 

non situé sur la droite des trois points. On 
mène OA, OB, OC et l'on prolonge OB d'une 
longueur égale OB' ; prouver que la résul- 
tante des trois forces OA, OB', OC rencontre 
AG en un point D tel que CD =: AB. 

27. Soit le centre du cercle circonscrit 
à un triangle ABC ; prouver que la résultante 
de trois forces appliquées au point et re- 
présentées respectivement par OA, OB, OC 
lire du cercle des neuf points. Évaluer cette résul- 



. Un Doint matériel est attiré par n points lixes proportionnel- 
distance ; trouver la résultante des forces qui le soUi- 
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citent, montrer qu'elle passé par le centre des moyennes distances 
du système des n points et qu'elle est égale à n fois la distance du 
point au centre des moyennes distances. En déduire la position 
d'équilibre. 

29. Trois forces appliquées aux milieux des côtés d'un triangle et 
perpendiculairement à ces côtés sont respectivement proportion» 
nelles aux côtés auxquels elles sont appliquées. Elles sont de plu& 
dirigées toutes les trois vers l'intérieur du triangle ou toutes le& 
trois vers l'extérieur : trouver leur résultante et généraliser. 



30. On donne quatre forces BC, BD, AC, AD,, dirigées suivant 

les côtés d'un quadrilatère et respectivement 
A égales à ces côtés ; trouver leur résultante, le 

quadrilatère étant d'ailleurs plan ou gauche» 




31. Suivant les arêtes SA, SB, SG d'un 
tétraèdre, on applique trois forces représen- 
tées par ces arêtes ; prouver que leur résul- 
tante passe par le centre de gravité du triangle ABC. 



32. Décomposer une force en deux autres ayant une différence 
donnée et faisant entre elles un angle de 60°. 



33. On donne un cube ABGDEFGH dans lequel N, M et P sont 

les milieux des arêtes respectives BG, GF et 
FG. Au sommet A de ce cube, on applique les 
quatre forces AN, AD, AM et AP ; trouver 
les composantes de la résultante de ces qua- 
tre forces suivant les axes AB, AD, AH. 




34. On considère un rectangle dont AB et 
GD sont deux côtés opposés ; trouver la po- 
sition d'équilibre d'un point assujetti k rester 

sur GD et attiré en raison inverse de la distance par les points A 

et B. Galculerla pression exercée sur GD. 



35. On donne deux axes rectangulaires Oa?, Oy et deux points 
A, A' situés sur Ox symétriquement par rapport au point 
(oA =z oA = a). 

Un point M quelconque du plan (AM = r, A'M = r') est solli- 
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r 

cité par le point A suivant une force d'intensité F = ^ , , 

répulsive ou attractive suivant que F est positif ou négatif ; et par 

Y* 
le point A' suivant une force d'intensité P = .g _ ,^ > répul- 
sive si F' est positif ou attractive dans le cas contraire. 

1* Démontrer que la force résultante qui sollicite M est normale 
à la circonférence passant par M et tangente k Oy en ; et par 
suite que cette force est tangente à la circonférence passant par M 
et tangente à 0« en 0. 

2o Quelles sont les lignes de foret du champ créé par les deux 
centres A, A' ? 

3<^ Le point M étant un anneau très petit, sans poids, assujetti à 
glisser sans frottement sur une tige rectiligne située dans le plan 
a?Oy, trouver les positions d'équilibre de cet anneau. 

4° Examiner la stabilité de cet équilibre. 

36. Décomposer une force en deux autres F et F', connaissant 

F 

leur angle 6 et leur rapport =^7. 

37. Etant donné un triangle ABC, on prend un point P sur le 
cercle des neuf points et Ton suppose ce point soumis à trois forces 
représentées par PA, PB, PC ; trouver le lieu de l'extrémité de la 
résultante de ces forces. 

38. Trois forces rectangulaires appliquées au même point sont 
proportionnelles aux nombres 1, 2, 3 ; déterminer les angles que 
fait la résultante avec chacune d'elles. 

39 . Trouver la position d'équilibre d'un point matériel attiré par 
les sommets d'un triangle selon des forces constantes, proportion- 
nelles aux côtés opposés. 

40. Aux sommets B et C des angles égaux d'un triangle isocèle 
ABC, on applique deux forces égales à P, parallèles et de môme 
sens. Exprimer en fonction de P et de l'angle A l'intensité Q de 
la force qu'il faut appliquer en A, parallèlement aux deux autres, 
pour que la résultante des trois forces passe par le point de con- 
cours des hauteurs. Pour quelles valeurs de A a-t-on Q = P ? 

41. Aux sommets A, B, C, D, E, F d'un hexagone régulier, on 
applique des forces parallèles et de même sens, égales respective- 
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ment à 1, 2, 3, 4, 5, 6 ; prouver que le centre de ce système de 
forces est sur BE et le déterminer. 

42. Trouver le centre de grayité de cinq côtés d'un hexagone 
régulier. 

43. A, B, G étant les sommets d'un triangle donné, dans quels 
rapports doivent être des forces paralllèles appliquées en ces points 
pour que le centre de ces forces coïncide : !<> avec le point de con- 
cours des hauteurs du triangle ; 2° avec le centre du cercle ins- 
crit ; 3<» avec le centre de l'un des cercles exinscrits. 

44. Trouver le centre de gravité du périmètre d'un demi-hexa- 
gone régulier. 

45. Trouver le centre de gravité de cinq des triangles formés, 
dans un hexagone régulier, en joignant chaque sommet au centre. 

46. Étant donné un rectangle ABGD, déterminer un point M qui 
soit le centre de gravité de la partie restante quand on enlève le 
triangle MGD. Cas où le rectangle devient un carré. 

47. Centre de gravité de l'aire formée par un triangle rectangle 
et les carrés construits sur les côtés. 

48. Trouver le centre de gravité d'un triangle équiiatéral dont 
on enlève le carré inscrit. 

49. Centre de gravité du segment de cercle qui correspond à 
l'angle de eo», 

50. Aux trois sommets d'un triangle ABC dont les angles sont 
aigus, on applique trois forces parallèles, de môme sens et égales 
k Ig A, tg B, tg G. Trouver le point d'application de leur résul- 
tante et montrer que la grandeur de cette résultante est égale à 
tg A. tg B. tg G. 

51. Centre de gravité de la surface latérale d'un cône circulaire 
droit. 

52. Centre de gravité de la surface latérale d'un tronc de cône 
circulaire droit. 
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S3. Un cylindre est terminé par une demi-sphère. Centre de 
gravité du systÈtnc. 

64. Centre de gravité de quatru poids égaux placés aim somijiets 
d'un trapèze. 

15. Un corps est limité par une face plane ABCD ayant un axe 
vertical de symétrie BD, par une arfite EF également verticale, et 
par la siirrace courbe qu'engendre une horizontale en s'appuyant 
constamment sur le contour ABCD et sur la droite EF. On de- 
mande : 1° d'évaluer le volume du corps en le décomposant en 
tranches minces par des plans perpendii'uiaires h une certaine 
droite fixe ; 2* de déterminer le centre de gravité d'une sectioD 
plane A'B'C'D' parallèle à la face ABCD, étant donné le ceatre de 
gravité de cette dernière ; 3' de déterminer le centre de gravité 
général du volume. 

(Cône. acad. Douai, 1878,) 

56. Équilibre d'une barre pesante le long d'un mur vertical, sa- 
chant qu'elle est suspendue par un cordon de longueur donnée. 

57. Équilibre d'une barre pesante AB, placée dans un angle xOy 
et au point A de laquelle est attaché un cor- 
don passant sur une poulie placée au sommet 
de l'angle et supportant un poids Q. 

Le ctité Ox: est supposé horizontal el les 
dimensions de la poulie sont négligeables. 

68. Lu cube non homogène repose par sa 

base sur le plan horizontal. La densité, qui 

est la même en tous les points d'un même 

plan horizontal du cube, varie ù mesure qu'on s'éloigne de la base : 

i" proportionnellement à la distance de chaque plan à cette base ; 

a* proportionnellement au carré de cette distance. 

Trouverdanschaquecasla position du centre de gravité du cube. 

59. Une ellipse pesante et homogène dont le plan est vertical est 
posée sur une droite horizontale située dans ce plan ; aus foyers de 
cette ellipse sont appliqués deux poids inégaux P et Q. On suppose 
l'éouilihrp Rt.nbli et l'on demande de déterminer les rayons vecteurs 

ntact de l'ellipse avec l'horizontale, ainsi que l'angle 

id axe avec cette droite. 
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60. Cne tige homogène AB, de poids P, est mobile autour d'un 
point A et supporte on poids P' appliqué ^n un point C tel que 
AC = d. En que! point D faut-il appliquer une force donnée Q 
perpendiculaire à AB pour qu'il y ait équilibre ? 



61. Montrer que les forces appliquées à un corps solide peuvent 
être réduites à deun forces rectangulaire», dont Tune passe par un 
point donné. 



62. Montrer que les forces appliquées à un corps solide peuvent 
être réduites k deux, faisant un angle donné. 



63. Des forces. en nombre quelconque appliquées k un solide et 
situées dans un même plan peuvent toujours se réduire à trois, 
dirigées suivant les côtés d'un triangle donné. 



64. Des forces en nombre quelconque appliquées à un solide peu- 
vent toujours se réduire a six, dirigées suivant les arêtes d'un té- 
traèdre donné. 



65. Une barré rigide pesante s'appuie sur un mur vertical par 
une de ses extrémités, et sur un plan horizontal par l'autre ; celle- 
ci porte d'ailleurs un poids P. Trouver la position d'équilibre en 
tenant compte du frottement. 



66. Equilibre de deux points matériels pesants assujettis k rester 

sur un cercle, et reliés par un cordon de longueur 
donnée passant sur le cercle. 



B 

67. Équilibre d'une barre pesante soutenue par 
un cordon qui passe sur une poulie et dont les 
^ extrémités A et B portent les poids P et Q. 



68 Équilibre d'un compas dont les deux branches identiques 
reposent sur la circonférence d'un cercle vertical ; on suppose qu'il 
n'y a pas de frottement. 




^-r 
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69. Une barre pesante AOB est mobile autour de son milieu 

et porte un poids Q à son extrémité B. Une 
autre barre pesante est mobile autour d*un 
point C situé sur la verticale du point et tel 
que OA = OB = OC ; elle s'appuie sur AB 
par sa deuxième extrémité, D. Équilibre du sys- 
tème. 

70. On donne trois points A, B, C sur la même horizontale et 

tels que AB = 0, CB = b. Une corde 
de longueur 21 -h 21' est fixée en A 
et C et passe en B sur une poulie fixe ; 

elle supporte des poids P et Q. Détermi- 

P 

ner le rapport -5- de manière que les 

cordons soient égaux à 2/ et à ,21' quand 
l'équilibre est établi. 

71. Quelle est la force constante qui, en 4 secondes, ferait par- 
courir un espace de 100™ à un corps de 4'^» ? 




72. Un mobile de densité d est abandonné, sans vitesse initiale, 
à la surface d'une couche liquide d'épaisseur h et de densité d' 
{d' <; d). Calculer au bout de combien de temps le mobile arri- 
vera au fond. 

(Bacc. lettres-sc, Poitiers, 1896.) 

73. Deux mobiles M et N soumis à la seule action de la pesan- 
teur descendent le long de deux plans inclinés OP et OQ faisant les 
angles a et p avec l'horizon. Ils partent sans vitesse initiale l'un 

de A, l'autre de B, pris sur OP et sur OQ. 
On donne OA = a et OB = &. Cal- 
culer au bout de combien de temps la 
droite MN qui joint les deux mobiles est 
horizontale. Donner les conditions de pos- 
sibilité du problème. 

Application numérique sans faire usage 
des logarithmes : 
a = 60°, p = 30\ a = 40», 6 = 10"». 

On adoptera pour la mesure de l'accélération due à la pesanteur 
g = ^^fii. 

Les angles a et p n'étant plus donnés, mais connaissant seule- 
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ment l'angle cp des deux plans inclinés, déterminer a et ? par la 
condition que les deux mobiles partis de A et de B sans vitesse 
initiale arrivent ensemble en 0. 

74. On considère deux plans inclinés qui se coupent suivant une 
horizontale ; on laisse tomber en même temps trois mobiles sur les ' 
deux plans et sur la verticale. Déterminer les côtés et les angles du 
triangle déterminé à chaque instant par les trois mobiles, et mon- 
trer que sa surface est proportionnelle à t^. 

75. Deux mobiles placés sur deux plans inclinés adossés Tun à 
l'autre sont reliés par un cordon de longueur donnée qui passe sur 
une poulie. Etudier les mouvements de ces deux mobiles connais- 
sant leurs poids P et Q. 

76. Mouvement du centre de gravité des deux mobiles définis à 
Texercice précédent. 

77. Étant donnés deux points A et B, trouver un point tel que 
les temps de chute d'un mobile suivant AO et BO soient égaux. 

78. Un plan incliné d'un angle a sur l'horizon a une longueur /;. 
à son sommet est fixée une poulie, à l'aide de laquelle un poids P, 
descendant verticalement, fait remonter un poids Q le long du 
plan. A quel instant et en quel point le poids P doit-il cesser son- 
action pour que Q puisse atteindre juste le sommet du plan ? 

79. Un fil qui s'enroule sur une poulie très mobile porte a cha- 
cune de ses extrémités A, B un poids de 200 gr. Au poids suspendu 
en A, on ajoute une masse additionnelle de 5 gr. et on abandonne 
le système à l'action de la pesanteur. -~ Calculer le chemin par- 
couru par le point A au bout de trois secondes. On négligera Ja 
masse du fil et celle de la poulie et l'on prendra 9™,8d pour l'accé- 
lération due à la pesanteur. 

80. On donne un point A et une droite indéfinie BC, situés dans 
un même plan vertical. Quelle est la droite qu'un corps pesant doit 
suivre, pour arriver du point A à la droite BC dans le temps le 
plus court possible ? 

81 . Un cordon passe sans frottement sur une poulie fixe et est 
sollicité par deux poids P -f-p et,Q tels que P -f-p > Q > P- 
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!• Etudier le lieu et le mouvement du centre de gravité. 
2° Après 6 secondes on supprime le poids p et Ton demande 
d'étudier le mouvement qui se produit ensuite. 

82. Un mobile est lancé horizontalement avec la vitesse î?o ; 
trouver sa trajectoire et sa vitesse à un instant quelconque. 

83. On donne. Tangle d'un plan incliné AB avec l'horizon. Un 

poids de 40kg part du point B sans vitesse ini- 
tiale : quel temps mettra- t-il pour parcourir BA? 




84. On donne la longueur Ai^ d'un plan in- 
cliné et l'angle a qu'il fait avec l'horizon. Avec quelle vitesse faut-il 
lancer un mobile du point A pour qu'il arrive au point B ? 

85 . Un point mobile pesant distant du sol d'une hauteur h est 
lancé horizontalement avec la vitesse Vq. Au bout de combien de 
temps vient-il toucher le sol? Trouver le point de rencontre et la 
vitesse en ce point. 

86. Soient un cercle vertical et un diamètre vertical AB; trouver 
un rayon OC tel qu'un mobile mette trois fois plus de temps pour 
aller de en G que de A en B. — Nombre des solutions en 
tenant compte du frottement. 

87. On donne une circonférence verticale et un point A dans 
son plaa; M étant un point de la circonférence, on imagine un 
point matériel pesant qui descend, sans vitesse Initiale, la droite AM. 

Trouver les positions du point M sur la circonférence, telles que 
le temps employé par le mobile pour décrire AM soit maximum 
ou minimum. 

88. On donne une horizontale AB = d. Au point B on laisse 

tomber un mobile pesant. De A on lance un au- 

A^ B tre mobilepesant avec la vitesse v suivant AB; 

condition pour qu'ils se rencontrent 




89. Calculer Tinclinaison d'un plan incliné 
sachant que si du point le plus haut, A, on abandonne deux corps, 
l'un sur le plan, l'autre suivant la verticale, celui qui suit le plan 
met pour arriver sur le sol un temps n fois plus grand que celui 
qife met Tautre mobile. 



f 
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90. Sons l'action d'une certaine force, un poids de 100kg s'élève 
d'un mouvement uniforme suivant la ligne de plus grande pente 
d'un plan incliné à 45° sur l'horizon. Calculer cette force en la sup- 
posant : 1° parallèle à la ligne de plus grande pente ; 2° parallèle à 
la base du plan incliné. Le coefficient de frottement est 0,30. 

91 . On donne un cercle dans un plan vertical, et un point A 
extérieur à ce cercle et situé dans son plan. Déterminer sur la cir- 
conférence du cercle un point M, tel qu'un point pesant partant 
du point A sans vitesse initiale et assujetti à décrire la droite AM, 
arrive en M au bout d'un temps donné. 

92. Une bille descend sur un plan' poli, incliné à 45° sur le plan 
horizontal, et passe ainsi successivement en deux points A et B 
distants de 4 mètres. Au moment où elle passe au point A, elle a 
une vitesse de 5" à la seconde. Calculer : 1« le temps employé par 
là bille pour aller de A en B; 2<> la vitesse de la bille au moment 
où elle arrive en B. 

93. Soit une balance dont le fléau pèse 50»'; la longueur de ce 
fléau est de 40«">; son centre de gravité est à l®*» au-dessous de l'axe 
de suspension ; l'aiguille indicatrice a 20°" de longueur. Gela posé, 
on demande : 1» quel est le déplacement de Textrémité de l'aiguille 
pour un poids p mis dans l'un des plateaux ; 2° quelle modification 
il faudrait apporter à l'appareil pour qu'il put peser des poids des- 
cendant jusqu'à un milligramme. On admettra que le déplacement 

minimum appréciable à l'œil nu pour l'extrémité de l'aiguille est de 
1 
^ millimètre. 

{Journal de Vuibert, 1882-83.) 

94. Un parallélépipède rectangle homogène, pesant, est posé sur 
un plan horizontal dépoli. On applique à ce solide une force F, au 
centre de l'une des faces verticales et perpendiculairement à cette 
face. On demande dans quel cas cette force fera glisser le solide 
sur le plan, et dans quel cas elle le fera basculer. ; 



95. On pose une barre AB, droite et homogène, d'un poids donné 
P, de manière qu'elle appuie son extrémité supérieure B, contre 
un mur vertical Cy et son extrémité inférieure A sur le sol Ca? ; 
elle est d'ailleurs dans un plan vertical perpendiculaire au mur. 

On demande : 1° la plus grande valeur que Ton peu t donner à l'angle 



f 



256 DYNAMIQUE ET STATIQUE 

a qu'elle fait avec le mur, pour qu'elle reste en équilibre, connais- 
sant ses coefficients de frottement /", f avec le sol et avec le mur; 
2« quelles sont les valeurs des réactions normales du sol et du mur, 
au moment où l'angle a atteint sa valeur maximum; 3« dans 
l'hypothèse f = A q«el rapport il y a entre l'angle limite a et 

l'angle commun de frottement. 

{Conc. aead,, Lille, 1877.) 

96. Un disque elliptique, dont l'axe est horizontal, appuie sa sur- 
face convexe sur deux plans, l'un horizontal et dépoli, l'autre 
vertical et poli. Le corps est sur le point de glisser, quand le grand 
axe de l'ellipse de base fait 45« avec l'horizon. Quel est le coeffi- 
cient de frottement sur le plan horizontal ? 

97. Une tige pesante AB peut se mouvoir en tous sens et sans 
frottement, autour de son extrémité A comme pivot ; son autre 
extrémité B s'appuie sur un plan vertical et dépoli. Déterminer la 
position de la tige quand elle est sur le point de perdre son équi- 
libre. (P. JULLIEN.) 

98. Une tige homogène repose par son milieu sur un cylindre 
de révolution horizontal, dont les génératrices lui sont perpendicu- 
laires. Quel est le plus grand poids que Ton puisse suspendre à 
l'extrémité de la tige, sans la faire glisser sur le cylindre? 

(P. JULLlEN.) 

99. Un canal de section très petite a la forme d'une demi-circon- 
férence limitée à un diamètre horizontal AB et située dans un plan 
vertical. Une bille M de poids P peut se mouvoir avec frottement 
dans ce canal et est attachée à un fil qui, passant sur une poulie 
très petite placée en A, supporte à l'autre extrémité un poids P. 

Positions limites de l'équilibre. 

Application : L'angle du frottement vaut 60» ou 30«. 

100; Un point pesant glisse avec frottement sur une droite incli- 
née ; cp étant l'angle de frottement, on demande quelle doit être 
l'inclinaison de la droite, pour que le chemin parcouru pendant un 
temps donné soit maximum . 

101. Déterminer la position la plus élevée qu'on puisse donner 
à une tige horizontale dans une sphère dépolie sans qu'elle glisse* 

(De Saint-Germain.) 



NOTE I 



SUR DEUX THÉORÈMES DE GÉOMÉTRIE ÉLÉMENTAIRE 



Théorème l. — Si une figure plane a un diamèlre, des portions 
de surfaces correspondantes sont équivalentes . 

Soit D {fig, 143) le diamètre; je dis que les deux triangles cor- 
respondants ABC, A'B'C sont équivalents. En effet, les cordes AA, 
BB\ GC' sont parallèles et coupées par D en leurs milieux a, ô, c. 




Fig. 143. 



Dès lors deux trapèzes correspondants quelconques aôAB, abA'B' 
par exemple, sont équivalents parce qu'ils ont même hauteur et 
des bases respectivement égales, aK = aA' et bB = &B'. Il en ré- 
sulte que la somme algébrique 

Surf. abXB ■+■ Surf. ôcBG — Surf. acAG 

est égale à la somme algébrique 

Surf. a&A'B' H- Surf. &cB'G' — Surf. acA'G'- 

hAgan. (centr.) 1'7 



Mais la premif're somme représente la surface du triangle ABC, 
tandis que la deuxième représente celle du triangle A'B'C'joneii 
conclut 

Surf. ABC = Sjrr. A'B'C. 

Dctix triangles correspondants étant équivalents, deux polygones 
correspondants, décomposables en triangles équivalents, le sont 
aussi, et par des considérations de limites on étendrait le théo- 
rème au cas d'aires planes quelconques. 

Théorème II. — ft'i une figure a un plan diamétral, deux vo- 

litmi-s correspondant) sont équivalents. 

Par un raisonnement analogue au précédent, on voit qu'il sntlU 
de démontrer le théorème pour deux tétraèdres correspondants. 
Soient donc P (fig. 144) le plan diamétral, ABCD, A'B'CD' deui 
tétraèdres correspondants, c'est-à-dire tels que les droites AA', 




BB', ce, V)D' sont parallèles et coupées par le plan P eo leurs 
milieux o, 6, o, d. (Considérons deux troncs de prismes correspon- 
dants quelconques atcABG, aScA'B'C, par exemple. 
On «Bit mi'iis sont équivalents chacun à la somme de trois pyra- 
deux pyramides correspondantes abeX, obeK', par 
t même base et des hauteurs égales; donc elles sont 
, et par suite deux troncs de prismes correspondants 
lents. Bornons-nous au cas de figure où le point i 
;érieur du triangle abc et où les points D et D' sont 
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extérieurs au tronc de prisme ABCA'B'C' ; alors la somme algé- 
brique 

Vol. abdABh -h Vol. bcdBCD + Vol. cadCAD — Vol. abcAhC 

est égale à la somme algébrique 

Vol. abdA'h'D' + Vol. bcdB'C'D' -h Vol. cadC'k'D' — Vol. abcK'B'C, 

Mais la première somme représente le volume du tétraèdre ABCD, 
tandis que la deuxième représente le volume du tétraèdre A'B'C'D' ; 
on a donc 

Vol. ABCD = Vol. A'B'C'D'. 

La démonstration serait la même si la figure était disposée 
autrement ; il n'y aurait de différence que dans le signe dont il 
faudrait affecter le volume de chaque tronc de prisme. 



NOTE II 



SUR LE COSINUS ET LE SINUS HYPERBOLIQUES 



On démontre en algèbre que 

COSa? r= T > 

2 

sin X = rp ; 

si, dans ces formules, on remplace x par iso, on obtient 

Costa? = ^ > 

e~^ — e^ 



smw = 



2t 



ou sin ix = t • 

2 

Les deux nombres réels qui figurent dans ces expressions se 
nomment respectivement le cosinus hyperbolique et le sinus hyper- 
bolique de la variable a? ; on les représente par ch x et sh a?, et 
Ton pose 

e^ + ô-^ 
ch«. = ^ 

sha; = 

les deux égalités définissant analytiquement les deux nouvelles 
fonctions . 

Les formules (1) mettent en évidence la relation fondamentale 
qui existe entre ch a? et sh a?, et fournissent immédiatement les 
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dérivées de ch a? et sha? ; nous avons ainsi 

(2) ch^o? -sh«a? = 1, 

(3) Dcha?=sha?, Dsha; = cha?. 
D'autre part, 

cho? — shaj = e-^; 
par conséquent, 

(ch a-hsh a)(ch &+ sh b) = ch (a -h 6) -4- sh (a -h 6), 

(ch a — sh a)(ch b — shb)z= ch[a-hb) — sh (a-hb); 

nous en déduisons de suite, par addition et soustraction, 

i ch (a -4- &) = ch a ch & -4- sh a sh b, 

(4) 

f sh (a-4-6) = sha ch6-|-sh6 cha. 

Ces formules sont analogues aux formules d'addition en trigo- 
nométrie ordinaire. 

11 est facile de les généraliser et d'arriver aux formules générales 
d'addition : il suffit de remarquer que l'égalité 

ch a? -h ch 0? = e^ 
entraîne immédiatement 

(ch at -h sh a,)(ch «a -4- sh «2) . . . (ch an -f- sh a„) 

= ch (ai -+- a2 4- ... -h «n) 4- sh (ai -4- «2 -f- . . . -h «n), 
et, de même, que l'égalité 

cha? — sh a? = e~^ 
entraîne 

(ch ai — sh ai)(ch «2 — sh a^) . . . (ch a» — sh a„) 

= ch (ai -h a2 -h . . . + a») — sh (ai -f- a2 -h . . . -h a„) ; 

Bn développant les premiers membres et procédant par voie d'addi- 
tion et de soustraction, on obtient de suite les valeurs de 

ch (ai 4- as -h ... -I- On) et sh (ai + aa -t- . . . -f- a»). 

Si dans les égalités précédentes on égale les diverses valeurs de a, 
si l'on fait ai = a2 = . . . = an = a, on obtient 

(ch a -H sh a)» = ch na -H sh no, 

(ch a — sh a)" = ch »a — sh »a, 

d'où l'on déduit de la même façon les valeurs de ch na et sh wa. 
En particulier, 

ch 2a = ch2 a -h sh^ a, 

sh2a = 2ch a. sh a. 



26'2 «OTE II 

Ce (jui précède suffît pour montrer la grande ressemblance qui 
existe entre la théorie de ces deux fonctions et celle de cos^i? et 
sln x. Un mettra mieux en relief encore l' analogie qui existe entre 
cette étude et celle de la trigonométrie ordinaire en introduisant 
lu fonction 

shic _ e' — e-^ 

dix - e^-he-' ' 



lhx = - 



et en traitant pas à pas toutes les questions qui se présentent en 
trigonométrie ordinaire et qui ont leurs analogues ici. 
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